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Vorwort 



Es könnte vielleicht überflüssig erscheinen, ein Lehrbuch der 
Vektoranalysis auf den Markt zu bringen, da wir bereits solche 
haben, die auch die Bedürfnisse der mathematischen Physik be- 
rücksichtigen. Ich brauche nur an A. Föppl „Einführung in die 
Maxwellsche Theorie der Elektrizität", Leipzig 1894 oder an 
A. H. Bucherer „Elemente der Vektoranalysis", Leipzig 1903 zu 
erinnern. 

Da jedoch durch die Entwickelung der Elektrodynamik für 
bewegte Körper und der Elektronentheorie immer mehr An- 
forderungen an den Leser gestellt werden, was die Beherrschung 
der vektoranalytischen Methoden anbetrifft, so schien es mir nicht 
unangebracht, ein Buch zu schreiben, welches gerade auf die 
Bedürfhisse dieser Wissenszweige zugeschnitten wäre, denn es ist 
ganz unzweifelhaft, daß die wichtigen Eesultate auf den oben- 
genannten Gebieten von vielen nur deshalb nicht sicher übersehen 
werden, weil ihnen die Bechenmethoden nicht geläufig genug sind; 
femer steht es fest, daß diejenigen, welche die Absicht haben, die 
neuere Literatur, und das, was noch zu erwarten steht, sich 
gründlich und möglichst bequem anzueignen, oder auf dem Gebiete 
der theoretischen Elektrizität selbständig zu arbeiten, vor allen 
Dingen für ordentliches Handwerkszeug sorgen müssen, d. h. für 
die Kenntnis der Vektoranalysis. 

Denn in der Elektrodynamik, in der es sich um Beziehungen 
zwischen Vektoren handelt, ist die Vektoranalysis die einzige 
indigene Methode, alle anderen Methoden sind als künstliche, un- 
natürliche zu bezeichnen. 

Durch Anwendung der Vektoranalysis hat man den Vorteil, 
viel Platz zu sparen, übersichtlichere Formeln zu bekonunen, 
die eigentlichen physikalischen Tatsachen viel deutlicher her- 



VI Vorwort. 

vortreten zu lassen, und das, was von einem willkürlich ge- 
wählten Koordinatensystem unabhängig ist, auch direkt als 
invariant bezüglich einer Koordinatentransformation erscheinen 
zu lassen. 

Liegen die Formeln in Vektorschreibweise vor, so ist es 
ein leichtes, in irgendein Koordinatensystem (kartesische, Polar- 
koordinaten usw.) überzugehen, was in der mathematischen Physik 
häufig bei speziellen Problemen nötig ist; das kartesische 
Koordinatensystem nimmt dann, wie auch in Wirklichkeit, keine 
Ausnahmestellung ein. 

Doch wird dies Urteil über den Nutzen der Vektor- 
analysis nicht allgemein geteilt: Herr C. Neumann ^) sagt im 
Hinblick auf dieselbe folgendes bei Erwähnung einer Arbeit von 
W. Wien: 

„Wien hat in seiner Arbeit — nach dem Vorgange von 
Hertz und Boltzmann — die Quatemionenstenographie^) ver- 
mieden, und der ausführlichen Sprache der Mathematiker sich 
bedient. Es wäre dringend zu wünschen, daß dieses Ver- 
fahren von Hertz, Boltzmann und Wien zur allgemeinen 
Eegel würde. Denn gerade bei wichtigen und schwierigen 
Untersuchungen dürfte man doch wohl gut tun, weniger 
der Kürze als vielmehr der Strenge und Klarheit sich zu be- 
fleißigen." 

Es ist ja richtig, daß man beim Erlernen der Stenographie zu- 
erst langsamer stenographisch schreibt, als in Kurrentschrift, aber 
solche Übergangszeiten sind schnell überwunden, und der Zeitverlust 
wird tausendfach wieder eingeholt, anderseits ist die Vektor- 
analysis mehr als eine Kurzschrift, wie ich bereits auseinandergesetzt 
habe, sie ist, wenn es sich um Vektoren handelt, die einzige 
natürliche Eechenmethode. Daß sie weniger streng wäre als 
die älteren Methoden, ist unrichtig, daß sie unklarer wäre, wird 
durch die Arbeiten von H. A. Lorentz, E. Cohn, M. Abraham u. a. 
am besten widerlegt. Man schreibe nur die dort vorkommenden 



1) C. Neumann, Über die sogenannte absolute Bewegung. Boltz 
mann-Festschrifb — Leipzig 1904. S. 252. 

2) Damit ist die Vektoranalyais gemeint. D. Verf. 
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Gleichangen in kartesischen Koordinaten, und man wird über- 
zeugt sein. 

Man sehe sich nur die unübersichtliche, umständliche Schreib- 
weise bei Hertz, Boltzmann, Helmholtz, Neumann an, so 
wird man sich wundem, daß die Vektoranalysis nicht schon viel 
eher festen Fuß gefaßt hat; zu verstehen ist diese Tatsache nur 
durch den Widerstand, der von mathematischer Seite gegen die- 
selbe geleistet wurde, zum Teil mit Erecht, da viele, welche die 
Yektorschreibweise gebrauchten, eben nur die neuen, ungewohnten 
Symbole einführten, mit denen sie nicht rechneten, und die sie in 
Koordinaten im Geiste sich vorstellten. Solange man sich nicht 
die Vektoroperationen ihrem Wesen nach vorstellt, solange 
man nicht mit Vektoren rechnet, ist die Bezeichnungs weise keinen 
Pfennig wert. 

Der Zweck dieses Buches soll es sein, gerade diese Möglich- 
keit dem Leser auf einfache, mühelose Art zu verschaffen. 

Was in diesem Buche steht,* ist naturgemäß nicht alles neu, 
der literaturkundige Leser wird die Anlehnungen von selbst er- 
kennen. Hauptsächlich kamen mir H.Webers „Partielle Differential- 
gleichungen der mathematischen Physik" und E. Cohns „Elektro- 
magnetisches Feld" außer den oben zitierten Werken über 
Vektoranalysis zustatten. Abraham und Föppls „Theorie der 
Elektrizität I" Leipzig 1904 enthält auch eine Einführung in die 
Vektoranalysis, doch erschien dieses Werk erst, als das vorliegende 
Buch bereits in der Druckerei war, so daß ich es nicht mehr be- 
nutzen konnte. 

Was die Bezeichnungsweise in den vektoranalytischen Aus- 
drücken und in den Formeln der Elektrodynamik anbetrifft, so 
schließe ich mich den Festsetzungen an, die von A. Sommer- 
feld^) nach mehrfacher Rücksprache mit H. A. Lorentz, sowie unter 
Mitwirkung von E. Cohn und W. Wien vorgeschlagen sind. 

Ich habe nicht danach gestrebt, möglichst vollständig die 
Methoden der Vektoranalysis zu geben, sondern ich habe im 
Gegenteil mich darauf beschränkt, gerade das Nötigste zum Ge- 
brauch in der mathematischen Physik auszuwählen, damit der 
Leser nicht durch den zu umfangreichen Stoff . vom Studium ab- 
geschreckt wird. 

1) A. Sommerfeld, Physikal. Ztschr. 5. p. 467—470. 1904. 
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Die Anwendungen sollen dem Leser zeigen, daB die ent- 
wickelten Beziehungen nicht mathematische Spekulationen ohne 
praktischen Wert, sondern ein brauchbares Handwerkszeug sind; 
ich habe geglaubt, hier nicht zu sparsam sein zu sollen. 

Die Formeltabelle am Schlüsse des Buches wird beim Lesen 
gute Dienste tun, sie wird auch bei selbständiger Anwendung der 
Vektoranalysis von Nutzen sein. 

SoUte das Buch dazu beitragen, die Vektoranalysis zum All- 
gemeingut der Physiker zu machen, so wäre meine Arbeit dadurch 
hinreichend belohnt. 

Tübingen 1904. 

Bichard Oans. 
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Kapitel L 

Die elementaren Operationen der Vektoranalysis. 

§ 1. 

Skalare und Yektoren. Das skalare und das Toktorielle 
Feld. Die geometrische Darstellung eines Feldes. 

Man unterscheidet in' der Physik zwei Ghrößenarten, die 
wesentlich voneinander verschieden sind: Skalare und Vektoren. 

Skalare heißen die Größen, welche bei gegebenen Maßein- 
heiten durch eine einzige Zahl vollständig bestimmbar sind, 
Vektoren bedürfen zu ihrer vollständigen Bestimmung außer 
der Angabe ihrer Größe noch der Angabe ihrer Richtung im 
Baum^ und da eine Richtung in einem Punkte durch zwei 
Zahlenangaben festgelegt werden kann (z. B. geographische 
Länge und Breite auf einer Kugelfiäche um den fraglichen 
Punkt), so ist ein Vektor durch drei Zahlenangaben bestimmt, 
während ein Skalar durch eine Zahlenangabe bestimmt ist. 

So sind z. B. Temperatur, spezifisches Gewicht, Leitfähig- 
keit Skalare, während Verschiebung, Geschwindigkeit, Krafl^ 
elektrische Feldstärke Vektoren sind. 

Schreibt man jedem Punkte eines endlichen Raumgebietes 
oder des unendlichen Raumes einen bestimmten Wert einer 
physikalischen Eigenschaft zu, so daß diese Eigenschaft zur 
Ortsfunktion im behandelten Raumgebiete wird, so nennt man 
den als Träger dieser physikalischen Eigenschaft betrachteten 
Raum ein Feld. So spricht man von Temperaturf eldem, elek- 
trischen Feldern, Kraftfeldern usw. Je nachdem die im Felde 
dargestellte Größe eine skalare oder vektorielle ist, heißt das 
Feld ein skalares oder vektorielles Feld. 

Gans, Vektoranalysis. 1 
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Für die Anschauliclikeit ist es von großer Wichtigkeit^ 
Methoden zu finden^ ein Feld geometrisch darzustellen; so daß 
man aus der Darstellung selbst die wesentlichen Eigenschaften 
des Feldes ersehen kann. 

Es sei z. B. ein skalares Feld gegeben. Irgendeine physi- 
kalische Eigenschaft U sei eine stetige Funktion des Baumes. 
Die Stetigkeit sei höchstens in einzelnen Punkten ; Linien oder 
Flächen verletzt. 

Man gehe von einem Punkte p^ des Baumes aus^ in dem 
die Funktion U den Wert üj, habe und betrachte alle Punkte 
des Baumes^ in denen U auch den Wert Uq hat. Diese Punkte 
werden auf einer Fläche^ einer sogenannten Niveaufläche^ 
liegen^ die entweder geschlossen ist oder bis an die Grenzen 
des Feldes sich erstreckt; es kann auch der Fall vorkommen^ 
daß mehrere voneinander getrennte Flächen die Punkte 
repräsentieren, in denen U= Uq ist. 

Konstruiert man mehrere Niveauflächen ü = const für ver- 
schiedene Werte der Eonstanten, so bekommt man bereits ein 




Fig. 1. 

ziemlich anschauliches Bild des Feldes. Um die Beschreibung 
vollständig zu machen, wollen wir gerade die Flächen kon- 
struieren, welche äquidistanten Werten der Konstanten ent- 
sprechen. Fig. 1 gibt ein Beispiel einer solchen Felddarstellung. 
Je dichter benachbarte Flächen einander kommen, um so 
schneller ändert sich dort die durch den Skalar ü dargestellte 
Eigenschaft; am schnellsten ändert sich die Eigenschaft U beim 
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Fortschreiten zwischen zwei Niveauflächen^ wenn man sich 
immer senkrecht zu den Niveauflächen bewegt. Schreitet man 
in einer Fläche fort, so ändert sich auf diesem Wege TJ nicht 
(nach der Definition der Niveanfläche). 

Zwei Niveauflächen, die verschiedenen Werten von TJ ent- 
sprechen, können sich nicht schneiden, denn sonst müßten wir 
auf der Schnittkurve beide Werte TJ annehmen, was unmöglich 
ist, da wir es nur mit eindeutigen Eigenschaften zu tun haben; 
die Flächen umgeben sich alsQ schalenförmig. 

■'•' Während wir Skalare mit lateinischen Buchstaben bezeichnen, 
wählen wir für Vektoren deutsche Buchstaben. Den absoluten 
Wert eines Vektors 31 bezeichnen wir, wie es in der Funktionen- 
theorie üblich ist, durch | Sl |. Einzelne Vektoren (im Gegen- 
satz zu einem Vektorfeld) stellt man geometrisch durch eine 
Strecke dar, deren Richtung mit der des Vektors zusammen- 
fällt und deren Länge der Größe des Vektors proportional ist. 
Der Proportionalitätsfaktor ist willkürlich, aber muß ein für 
allemal festgelegt werden. 

Um ein Vektorfeld darzustellen, schlagen wir folgendes 
Verfahren ein: Wir gehen von einem Punkte jpo aus und ziehen 
durch denselben ein unendlich kleines Stück einer geraden 
Linie in Richtung des Vektors 
31 bis zu einem unendlich be- 
nachbarten Punkte jpi, in dem 
wir abermals in Richtung des 
dort vorhandenen Vektors ein 
unendlich kleines Stück einer 

Fig. 2. 

Geraden konstruieren. So er- 
halten wir eine im allgemeinen doppe lt gekrümmte Kurve, 
deren Richtung überall die Richtung des Vektors hat. Um 
sich auch ein Bild von der Größe des Vektors in jedem 
Punkte zu verschaffen, lege man in einem Punkte p der 
soeben, konstruierten Kurve senkrecht zu derselben ein un- 
endlich kleines Flächenelement d6 und wähle auf jeder 
Flächeneinheit so viele Punkte, wie die Größe des Vektors 
angibt. Durch jeden solchen Punkt konstruiere man in der- 
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selben Weise wie oben eine S(-Linie, die in ihrem Verlaufe 
der Vektorricbtung folgt. So bekommt man ein System von 
3(-Linien^ welches durch Richtung und Dichte ein Bild von 
der Richtung und Ghroße des Vektors gibt^ indem die Richtung 
der 2l-Linien die Richtung des Vektors anzeigt^ und die An- 
zahl ^[-Linien, die auf einer senkrecht zu denselben gelegten 
(unendlich klein gedachten) Flacheneinheit stehen , die Große 
des Vektors ergibt. 

Es kann nicht vorkommen, daß zwei verschiedene Kurven 
sich schneiden, da im Schnittpunkte die Richtung nicht mehr 
eindeutig wäre. 

Wir übersehen sofort; daß die Möglichkeit eines Ent- 
springens oder Mündens von Vektorlinien 21 nicht von der 
Hand gewiesen werden darf. 

Denn denken wir uns (Fig. 3) auf dem Rande und im 

Innern einer unendlich kleinen 
S . Fläche d6i die ?l- Linien in der 



^^1 ^ 1^ der obigen Konstruktionsvor- 

^ Schrift entsprechenden Zahl kon- 

^^^' *' struiert (d. h. | Sl^ | d<Ji Linien 

im ganzen, wenn \%i\ die Größe des Vektors §( an der Stelle 
von dö^ ist). An irgendeiner anderen Stelle legen wir senkrecht 
zu den Linien, die vom Rande ausgegangen sind, das Flächen- 
element d^^- Ist dort die Größe des Vektors \^\, so müssen 
auf dieser Fläche | ^ \ d6^ Linien senkrecht stehen; ist also 
l^l^^ä ^l^il^^i? so müssen auf dem Wege von d6^ nach 
dtJg Sl- Linien im Innern des Bündels entsprungen resp. ge- 
mündet sein. 

§2. 

Die Eomponentendarstellung eines Vektors. 

Wir können der Vektordarstellung ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem zugrunde legen und den Vektor bestimmen 
durch seine rechtwinkligen Projektionen auf die Koordinaten- 
achsen. Diese Komponenten bezeichnen wir durch Sl^j, Sty? 21« • 

Das Koordinatensystem soll dabei hier wie durchweg 
als Rechtssjstem gewählt werden, d. h. eine Drehung der 
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+ a; -Achse in der xy -'Ebene auf kürzestem Wege in die Richtung 
der y-Achse und eine gleichzeitige Vorwärtsbewegung in Richtung 
der -{- ;8f- Achse sollen eine Rechtsschraubung darstellen^ also 
der bekannten Bewegung des Korkziehers entsprechen, wir 
wollen, um solche Drehung und Vorwärtsbewegung aufeinander 
zu beziehen, künftig einfach von der Korkzieherregel sprechen. 

Ist Xy y, z ein Rechtssystem, so ist auch y^ z, x und 
z, X, y ein Rechtssystem; d. h. zyklische Vertauschung der 
Richtungen ist gestattet. 

Die Darstellung des Vektors durch seine drei Komponenten 
nach drei rechtwinkligen Achsenrichtungen hat vor der Wahl 
anderey Koordinatensysteme den Vorteil der Symmetrie, aber die 
Rechnung mit dem Vektor selbst, ohne Benutzung irgendeiner 
bestimmten DarsteUungsweise ist die natürUchste und darum 
vorzuziehen. 

Der absolute Wert des Vektors 31 oder der Betrag von 31 
drückt sich durch die Komponenten folgendermaßen aus: 



|9i|=r^Tir+^'- (1) 

Schon bei diesem einfachen Ausdrucke sieht man der 
rechten Seite nicht an, daß sie vom Koordinatensystem un- 
abhängig ist, während die linke Seite, welche der Vektor- 
schreibweise entspricht, dies sofort dokumentiert. 

Die Winkel, welche 81 mit den Koordinatenachsen bildet, 
ergeben sich aus den Gleichungen 

cos (31, ^) = -r^' cos (31, y) = p^^ cos (31, ^) = j^ • (2) 



Die Komponenten sind als positiv oder negativ zu rechnen, 
je nachdem der Vektor (vom Anfang zum Ende gerechnet) 
mit der betreffenden Koordinatenachse einen spitzen oder 
stumpfen Winkel einschließt. 

Aus (1) und (2) folgt 

1 81 1 = 31. cos (81, x) + %y cos (31, y) + 8(, cos (31, z), (3) 

(1); (2), (3) ergeben die charakteristischen Beziehungen zwischen 
einem Vektor und seinen Komponenten. 
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Fig. 4. 



§3. 
Die Addition Ton Yektoren. 

Unter der Summe @ zweier Vektoren Sl und S5 

e == 81 + SB (1) 

wollen wir die geometrische Summe verstehen, d.h. man 
denke sich den Vektor S3 parallel mit sich selbst verschoben, 
bis sein Anfangspunkt mit dem Endpunkt von 8[ zusammen- 
fällt; die Verbindungslinie 

^ ^^ ^ des Anfangs von Sl mit 

dem Ende von S5 repräsen^ 
tiert nach Größe und 
Richtung die Summe ß 

(Fig. 4). 

Es gilt für Vek- 
torenaddition daskom* 
mutative Gesetz 

83 + 91 = « + 35, (2) 

wie sich sofort aus der obigen Additionsdefinition ergibt. 
Wollen wir zu ® = Sl -f 35 noch den Vektor 3) addieren, so 
ist dieselbe Konstruktion anzuwenden (Fig. 4), es ergibt sich 

@ = e + 2) = (Sl-f 35) + 2). (3) 

Auch hier darf man die Reihenfolge der Additionen be- 
liebig vertauschen, es gilt auch das assoziative Gesetz 

(« + 35) + 2) = 91 + (35 + S)) = Sl + 35 + ®. (4) 

Die Summe beliebig vieler Vektoren erhält man also durch 
Parallelverschiebung derselben, so daß alle einen zusammen- 
hängenden Linienzug bUden. Die Ver- 
bindungslinie des Anfangspunktes des ersten 
Vektors mit dem Endpunkt des letzten stellt 
die Summe der betrachteten Vektoren dar. 
Unter der Differenz 91 — 85 zweier 
Vektoren 9t und 35 verstehen wir denjenigen 
Vektor S, der die Eigenschaft hat, daß (Fig, 5) 

e + 35 = 9l. (5) 




Fig. 5. 
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Es sei (S^ gefunden^ so konstraieren wir 9t aus 93 nnd @ 
in der soeben angegebenen Weise (Fig. 5). Aus der Figur 
ersehen wir^ daß @^ sich aus 91 und 93 ergibt^ indem man die 
Richtung von 93 umkehrt und den so aus 93 erhaltenen Vektor 
zu 91 addiert. Wir neimen den durch Richtungsumkehrung 
aus 93 erhaltenen Vektor — 93; dann köimen wir sagen: 

Die Differenz 91 — 93 ergibt sich durch geometrische 
Addition von 91 und — 93. 

So ist die Subtraktion auf die Addition zurückgeführt^ 
und wir können ganz allgemein Vektoren addieren (resp. sub- 
trahieren), indem wir einen Linienzug durch Parallelver- 
schiebung konstruieren, bei dem sich der Anfang (resp. das 
Ende) jedes folgenden Vektors an den zuletzt erhaltenen Punkt 
des Linienzugs anreiht. 

Dieser Linienzug wird im allgemeinen nicht eben sein. 
Ist der Linienzug geschlossen, so ist die Summe der Vektoren 0. 

In Fig. 6 a sind die Vektoren 91, 93, ©, ® gegeben. 
Fig. 6b stellt die Summe ® = 9l + 93-©+S) dar. 





Fig. 6 a. 

Da bei einer Parallelverschiebung sich die Komponenten 
eines Vektors nach einem rechtwinkligen Koordinatensystem 
nicht verändern, so ergeben sich die Komponenten der Summe 
mehrerer Vektoren als Summe der entsprechenden Komponenten 
der Summanden, also hat 91 + 93 — ® + S) die Komponenten 

9l,+ 93.-6,+ 3)., 9l,+ 93,-e,+ S)y, 9l,+ 93,- ©,+ S).. 
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Addieren wir einen Vektor Sl zu sich selbst^ so nennen 
wir das Besnltat 231, dies ist ein Vektor von der Bichtung 
von % und von doppelter Größe, wie sicli aus der Additions- 
definition ergibt 

Das läßt sich yerallgemeinem, und es folgt: 

Ist m ein Skalar, Sl ein Vektor, so ist m3( ein Vektor 
von derselben resp. entgegengesetzten Richtung wie 91, je 

nachdem w ^ 0, und wfacher Größe. 

Ist §( ein Vektor, der in einem Baum 8 als Funktion 
des Ortes gegeben ist, und bedeutet dS ein Volumelement des 
Baumes, d. h. einen Skalar, so ist also %dS ein Vektor von der 
Bichtung des Vektors % und einem Betrag, der dSmül so 
groß ist wie % Summieren wir über den ganzen Baum 8, so 

entsteht I ^d 8. Das Integral bedeutet eine Vektoraddition 

s 
der unendlich kleinen Vektoren %d8 und stellt demnach selbst 
einen Vektor dar. 

Ist z. B. §( die Kraft auf die Volumeinheit, so ist / ^d8 



it, so ist / S 

s 



die Gesamtkraft auf den Körper vom Volumen Ä 

Die Vektoraddition wendet man in der Mechanik auf die 
Zusammensetzung von Kräften an. Die Besultante entspricht 
der Summe (Parallelogramm der Kräfte). 

Satz: Drei Vektoren St, S3, ® liegen in einer Ebene, wenn 
sich drei Zahlen a, &, c so bestimmen lassen, daß 

a2l + &a5 + ce = 0; (6) 

denn dann ist 

S = - ^ S( ~ i SB. (7) 

Nun sind aber 51 und S3 Vektoren, die dieselbe 

c c ' 

oder entgegengesetzte Bichtung wie Sl resp. SB haben, ihre 
Summe (S liegt nach der Additionskonstruktion in der durch % 
und SB bestimmten Ebene. 
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§4. 

Das skalare Produkt. 

Unter dem skalaren Produkt zweier Vektoren 31 und 35 
verstehen wir einen Skalar von der Größe des Produkts der ab- 
soluten Werte, multipliziert mit dem Kosinus des ein- 
geschlossenen Winkels. Also | 21 1 • 1 83 1 cos (Sl, 35). Wir 
schreiben dasselbe einfach (%, 35), so daß wir haben 

(21, 35) = 1 21 M 33 1 cos (21,35). (1) 

Aus dieser Definition, in der von keinem Koordinaten- 
system die Rede ist, sondern nur von der Größe zweier Vek- 
toren und ihrer gegenseitigen Lage, erhellt sofort, daß das 
skalare Produkt zweier Vektoren vom Koordinatensystem un- 
abhängig ist. 

Es ist laut Definition 

(a)0 (St, 58) = (», 21), (2) 

d.h. es gilt das kommutative Gesetz. 

Das skalare Produkt zweier Vektoren 21 und 35 ist Null 

(91, S8) = 0, (3) 

wenn entweder 21 = oder 35 = oder 21 ± 35. 

Das skalare Produkt eines Vektors 21 mit sich selbst hat 
laut Definition den Wert 

(21, 2l) = |2l|l (4) 

Wir werden einfacher 21^ schreiben, da hier keine Ver- 
wechselung möglich ist; auch werden wir die Klammem um 
das skalare Produkt fortlassen, wenn sie unnötig erscheinen. 

Wir wollen das skalare Produkt der Vektoren 21 und 35 
durch die rechtwinkligen Komponenten der Vektoren aus- 
drücken. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns 21 und 35 parallel mit 
sich selbst in den Koordinatenursprung verlegt, so geben die 



1) Die eingeklammerten Bnclistaben vor den Formeln bezielien 
sich anf die Formeltabelle am Ende des Buches. 
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Komponenten nach den Achsen die entsprechenden Koordinaten 
der Endpunkte der Vektoren an. 

Nach dem Kosinus -Satz ist (Fig. 7) 

Sl«+g5««2|aHa3|cos(Sl, »)==©« 



oder 



(5) 
(5') 



also ist 



(b) 



2(31, S3)-Sl*+S3»-e*. 

Nun ist aber, wie aus Fig. 7 ersichtUch, 

© = Sl - SB; (6) 

2(51, SB) = S(» + S5» - (Sl - SB)«. (7) 

Nach § 2 (1) folgt also 

(IC, SB) = Sl,S8x + S(,SB, + 3t,S8, . (8) 

Dies ist die Darstellung des skalaren 
Produkts durch die Komponenten. Die 
linke Seite ergibt infolge ihrer Be- 
deutung die Unabhängigkeit vom Ko- 
ordinatensystem^ während dies für die 
rechte Seite erst erwiesen werden müßte. 

Aus (8) folgt sofort 

{% 83 -f®) - (31, 85) + (a, 6). (9) 




Ebenfalls ist 

(St + SB, © + 2)) = (Sl, ©) + (SB, 6) + (S(, S)) + (SB, ®), (10) 

d. h. das distributive Gesetz gilt bei der skalaren 
Multiplikation. 

Sind 31 und iB Funktionen eines Parameters t, z. B. der 
Zeit, so ist 

Hier ist -rr definiert als der Vektor lim — l" — ^• 

Der Beweis von (11) ergibt sich z.B. aus der Komponenten- 
darstellung; ist aber auch unabhängig davon aus obiger 
Definition des Differentialquotienten zu führen. 
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Bezeichnet dS die Yersciliebang, welche ein Massenpunkt 
erleidet^ an dem die Eraft f angreift, so ist 

die geleistete Arbeit. 

Bemerkung: Manche Schriftsteller schreiben anstatt (Sl, 93) 
SSISS; andere benutzen SIS3; es ist auch 31 «83 vorgeschlagen. 

§5. 

Das Tektorprodukt« 

Unter dem Vektorprodukt ß zweier Vektoren Sl und 95 
verstehen wir einen Vektor, dessen Größe gleich dem Parallelo- 
gramm aus den beiden Vektoren ist; die Richtung von ß ist 
senkrecht zur Ebene des Parallelogramms und zwar so, daß 
eine Drehung von Sl nach 95 auf kürzestem Wege und eine 
Vorwärtsbewegung in Richtung von ® eine Rechtsschraubung 
ergibt; auch hier ist also die Eorkzieherregel anzuwenden; 
3(, 95, ß bilden ein Rechtssystem. 

Wir bezeichnen das Vektorprodukt durch eckige Elammern, 

'^'^ (S== [31,95]. (1) 

Der Betrag von [St, 95] ist der Parallelogramminhalt, also 

|[3t,95]i«=|3lH95|sin(3l,95). (2) 

Aus dieser Gleichung ergibt sich sofort 

[Sl, «] = 0, (3) 

da hier der eingeschlossene Winkel Null ist. Umgekehrt folgt 

''"^ [Sl, SB] == 0, 

daß entweder Sl = oder S3 => oder Sl || SB ist. 
Aus der Definition ergibt sich 

(c) [Sl,S8] = -[S3,Sl]. (4) 

Denn bei der Vertauschung von 31 und 95 ergibt die 
Eorkzieherregel die entgegengesetzte Richtung. (Eine Drehung 
von 95 nach 31 und eine Vorwärtsbewegung entsprechend der 
Rechtsschraubung ergibt eine gerade entgegengesetzte Richtung 
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wie eine Drehung von 81 nach 35 und Vorwärtsbewegung im 
Sinne der Bechtsschraubung.) 

Aus (4) würde sich auch (3) ergeben^ denn setzen wir 
in (4) S5 = % so ist 

(e) [31, «] ^ [Sl, «] = 0. (3') 

Das kommutative Gesetz gilt also für die yekto- 
rielle Multiplikation nicht. 

Wir wollen die Komponenten von [Sl, 35] in einem recht- 
winkligen Achsenkreuz berechnen; wir bezeichnen dieselben durch 

[St, »]x, [St, »]„ [St, 8].. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns die Vektoren S( und 35 
parallel mit sich selbst in den Anfangspunkt des Koordinaten- 
systems verschoben. Der doppelte Inhalt des aus den Vektoren 
Sl und 35 gebüdeten Dreiecks ist dann | Sl | • | 35 1 sin (Sl, 35). 
Nennen wir die Fläche des Parallelogramms f, die ihrer 
Projektionen auf die yis, zx, xy Ebene resp. fa?, fy, f,, so er- 
gibt der verallgemeinerte Pythagoras: 

f»=f»»+y+f/ (5) 

Ferner ist 

f:, = f cos (w, x)] fy = f cos (w, y) ; f, = f cos (», z), (6) 

wo n die positive Normale (im Sinne der Korkzieherregel) 
auf dem Parallelogramm aus % und 35 bedeutet. 
Aus (5) und (6) folgt 

f = fa; cos (w, x) + fy COS (w, y) + f, cos {n, z), (7) 

d. h. fassen wir f als Vektor auf in Richtung von w, so sind 
\xy \y, f* seine Komponenten. Die Projektion des Paralle- 
logramms |[^35]| auf die yz Ebene ist der Größe nach die 
x Komponente von [S135]. Fig. 8 (s. S. 13) stelle die Projektion 
des aus % und 35 gebildeten Dreiecks auf die yz Ebene dar. 
P hat die Koordinaten 2ty, 31«, Q hat die Koordinaten 35y, 35,. 
Nun ist 

2A0PÖ = 2A0gö + 2 Trapez qpPQ - 2A0pP, 
also gleich 

35y35. + (Sl. + 35.) («y - 35y) - %%. 
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Die Ausrechnung ergibt 

[31,83].= 31^93. 

[3l,S5],= Sl.S3« 
[31,93].= 31.18, 



ebenso ist 



31.93,; 
3r.93„ 



(8) 



Z 

A 



o 





/ 

/ 


yf 
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-^-^^ 
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/ 
/ 
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/ 



p- 



y 



« w ta. »]-[§' »] + [a.w]- (11) 



! 



\ 



Fig. 8. ^ 

Aus dieseu Werten für die Komponenten folgt das dis- 
tributive Gesetz 

(d) [31, 93 + 6] = [31, 93] + [31, 6], (9) 

[81 + 85, e + ®] = [5IS] + [93®] + [31®] + [952)]. (10) 

Sind 31 und 93 Funktionen eines Para- 
meters tj z. B. der Zeit, so ist 

dt L-^'-^J \^dt 

Hier ist das Innehalten der ursprünglichen 
Reihenfolge der Vektoren zu beachten. 

Der Beweis ergibt sich aus der Kom- 
ponentendarstellung (8), ist aber auch unab- 
hängig davon aus der Definition des Differential- 
quotienten zu führen (cf. § 4 (11)). 

Das Drehmoment einer Kraft. Ein 
Körper sei um den Punkt drehbar (Fig. 9). 
Im Punkte P greife eine Kraft f an^ dann ist das Dreh- 
moment Sft von f um durch folgende Bestimmungen ge- 




V 
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geben. Die Drehachse steht senkrecht auf der aus x= OP 
und f gebildeten Ebene; seine Größe ist gegeben durch das 
Produkt aus | f | mit dem Abstand Q des Punktes von f. 
Wir können den Abstand r des Kraftangriffpunktes P vom 
Drehpunkt als Vektor auffassen; dessen Richtung und 
Größe durch OP gegeben ist. Nun ist aber 

0(2=|r|sin(r, f), 
also ist 

|gii = |rHf|sm(r,f). 

Wir köimen also das Drehmoment als Vektor auffassen^ 
dessen Betrag die Größe des Drehmoments und dessen Richtung 
die Richtung der Drehachse ist; also ist 

iR = [r,f]. (12) 

Wir haben also die positive Richtung von Sfl so gewählt, 
daß die durch 91 bewirkte Drehung um die Drehachse durch 
und ein Vorwärtsgehen in Richtung von 9i eine Rechts- 
schraubung ist. 

Nehmen wir zum Anfangspunkt eines Koordinaten- 
systems, und bezeichnen wir die Koordinaten von P mit x^ y, 0, 
so drücken sich die Komponenten von 91 in der bekannten 
Weise aus (nach (8)) 

%=^U-i^ly (13) 

Die Krümmung einer Raumkurve. Wir definieren 
die Krümmung einer Raumkurve als Vektor, dessen Betrag 
die Größe der ersten Krümmung ist, und dessen Richtung 
senkrecht zur Schmiegungsebene steht, und zwar in dem Sinne, 
daß ein Vorwärtsschreiten auf der gekrümmten Kurve (also 
eine Drehung) und ein Vorwärtsschreiten in Richtung des 
Vektors der Korkzieherregel entspricht. 

Da wir immer die physikalischen Anwendungen im Auge 
haben, so wollen wir uns einen* Massenpunkt vorstellen, der 
mit der Geschwindigkeit ö die Kurve durchläuft, ö sei Funktion 
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der von einem festen Kurvenpnnkte gemessenen Knrvenlange s, 
die Biclitung von t) fallt mit der jeweiligen Richtung der 
Tangente zusammen. Durch t) wollen wir die Krümmung aus- 
drücken. 

Gehen wir um ds auf der Kurve weiter, so hat t) Größe 
und Richtung geändert, und stellt sich durch den Vektor 
t) + dt) dar. Das Parallelogramm der Vektoren t) und ö + dt) 
drückt sich aus durch (c£ Fig. 10) 

t)^d(p = I [t), t) + dt)] |. 

Nach (d) und (e) ist dies aber 
ry^dfp = I [t), dt)] I (15) 



oder 



i«^ = 



[». §] I- 



äs-\CdsJ\- (15') 

Die Erümmung |^| ist also 
ihrem absoluten Wert nach 



Äl = 



dtp 
ds 



also 







Flg. 10. 



(17) 



Ziehen wir von einem beliebigen festen Punkt den 
Leitstrahl r zum variablen Kurvenpunkt, so ist 



daraus folgt 



dt dx_ ds^ 

dt ds dt 



«, 1_ [dt d^l 

Us) 



(17') 



(17') ist nur von geometrischen Größen abhängig; (17) ist bei 
dynamischen Anwendungen vorzuziehen. 

Das erste Keplersche Gesetz: Wirkt auf einen Massen- 
punkt m eine nach einem festen Zentrum gerichtete Kraft f, 
so ist die vom Radiusvektor (Verbindungslinie von nach m) 
in der Zeiteinheit überstrichene Fläche* konstant nach Größe 
und Stellung. 



/ 
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Beweis: Die Newton sehen Bewegungsgleichungen 

laaten: 

(2 t) 



m 



dt 



=f- 



(18) 




Nennen wir den Radius- 
vektor r, so drücken wir aus, 
daß f Zentralkraft ist^ also in 
die Richtung von r fallt; durch 
die Gleichung 

f = Z.r, (19) 

^' ^^' ' WO K eine skalare Funktion ist. 

Nun ergibt sich aus Fig. 11 

also ist wegen (18) 

m^ = Z.r. (21) 

Multiplizieren wir diese Gleichung vektoriell mit r^ so 
ergibt sich mit Benutzung von (e) rechts 

d«r- 



Nun ist wegen (k) 

A^T ^1 — fr ^la.r^ ^1 
dt r' dtj " L^ dt^j "^ Idt' dtf 

also wegen (e) 

d^r ^1 r ^1 

dtl^* dtj'^C^ dt*J 



(22) 



Wegen (22) ist also 



d.h. 



d_ 
dt 



b^Pi-o, 



(23) 



(24) 



I b' S = K«"«*- (25) 

Der Radiusvektor überstreicht aber in der Zeit dt die 
Fläche 2" [^; ^ + ^^] == 2 l^> ^^] (wegen (e)). 

(25) sagt also aus^ daß die in der Zeiteinheit überstrichene 
Fläche konstant ist nach Größe und Stellung. 



§ 6. Einige Beziehungen zwischen skalaren n. vektoriellen Produkten. 17 

Bemerkung: Die Bezeichnuiigsweise des Vektorprodukts 
durch eckige Elammem ist inkonsequent im Hinblick auf die 
anderen Bezeichnungen der Yektoranalysis^ ich hatte daher 
anstatt [31 S5] die Bezeichnung prod. (SIS3) (Abkürzung von 
Produkt) vorgeschlagen^)^ doch hat sich diese Bezeichnung 
nicht eingebürgert. Ich habe nun wieder die eckigen Klammem 
gewählt, weü ich die Übereinstimmung mit der allgemein 
gewählten Bezeichnungsweise für wichtiger halte als einen ein- 
zelnen Vorteil gegenüber der üblichen Bezeichnungsart. 

Manche Schriftsteller schreiben anstatt [31 S3] V31S3, andere 
benutzen Sl x 85. 

§6. 

Einige Beziehungen zwischen skalaren nnd vektoriellen 

Frodiihten. 

1. Wir wollen die Bedeutung von (31, [93®]) zu ermitteln 
suchen: 

|[93(S]{ ist der Inhalt des Parallelogramms, welches aus 
den Vektoren S5 und (£ gebildet wird. Da nun 

(3t, S)) = |3tHS)|cos(3l, 2)) 

aufgefaßt werden kann als Produkt aus | S) | und der Projektion 
von 31 in die Richtung von 2), so ist 3l[S5ß] das Produkt 
aus dem Parallelogramm | [93 (S] | und 
der Projektion von 31 in die Richtung 
von [93®], d. h. senkrecht zur Ebene 
der Vektoren 93 und ®. Dieses Pro- 
dukt bedeutet aber das Volumen des 
Parallelepipeds aus den Seiten 31, 93, ® ; 
denn die Projektion von 31 in Richtung 
der Senkrechten auf der Ebene von 93 Fig. 12. 

und ® ist die Höhe des Parallelepipeds. 

Der Inhalt ist als positiv oder negativ zu rechnen, je 
nachdem 31 mit [93®] einen spitzen oder stumpfen Winkel 




1) R. Gans, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 48. S. 1. 1902. 

Gans, Vektoranalysis. 2 
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einschließt. Der Inhalt ist positiv, wenn S5, ®, Sl oder, was 
dasselbe ist, %, 93, @ ein Rechtssystem bilden. 

Wir haben in dem Parallelepiped das aus 35 und ® ge- 
bildete Parallelogramm als Grundfläche, die Projektion von Sl 
als Höhe genommen; gerade so gut können wir aber auch 
irgend zwei andere der Vektoren zum 6rundflächenparallelogramm 
nehmen und den dritten zur Projektion auf die Höhenrichtung. 
Wir haben aber dabei darauf zu achten, daß, wenn 93, @, 91 
ein Rechtssystem war, die Vektoren in der Reihenfolge gewählt 
werden, daß sie ein Rechtssystem sind. Wie man sich aus 
der Figur leicht überzeugt, ist das der Fall, wenn die Vektoren 
zyklisch vertauscht werden. Also ist 

(f) («[«(£]) = (»[est]) = (©[3135]), (1) 

aber es ist 

(«[SBS]) = - (S3[Ste]). (2) 

Aus (1) ergibt sich sofort 

(g) (Sl[3lS8]) = 0, (3) 

denn es ist nach (1) 

(SI[S193]) = (S3[SISI])==0 (4) 

nach (e). 

Man sieht dies auch ohne Rechnung geometrisch ein, 
denn [2t 95] ist ein Vektor, der auf 21 senkrecht steht, shap 
muß das skalare Produkt aus 21 und diesem auf 21 senkrecht 
stehenden Vektor verschwinden. 

Liegt 21 in der Ebene von 95 und ®, so ist 

{%[m]) = 0. (5) 

'^ Erstens sieht man das aus der Bedeutung des Ausdrucks 
als Parallelepiped ein, zweitens aber kann man es auch 
folgendermaßen zeigen. 

Nach § 3 (6) besteht dann die Beziehung 

a2l + 695 + ce == 
oder 

a a 



« 6 
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§ 7. Die Bewegung eines elektrisch geladenen Massenpnnktes nsw. 19 
Setzen wir dies in $l[93(S] ein, so erhalten wir 

nach (3). 

2. Wir wollen [21 [95 6]] umformen. Zu dem Zweck 

schreiben wir diesen Vektor in rechtwinkligen Komponenten 
und können jederzeit wieder zur Vektorschreibweise über- 
gehen; da das Koordinatensystem ganz beliebig ist und wir 
wissen^ daß das Resultat vom Koordinatensystem unabhängig ist. 
Die o;- Komponente des obigen Vektors ist 

Sty[a5(£J,-Sl,[S56], 

oder mit Hilfe von § 5 (8) 

%(ß.^, - S3,6.) - Sl,(95,®. - 95.6,) 
= 95.(21,6, + 2t,6,) - 6.(21,95, + 21.95,). 

Addieren und subtrahieren wir 21.95.6., so ergibt sich 

95.(216)^6.(2195). 

Dies ist aber die rr-Komponente von 95(216) — 6(2195), 
wir haben also die Formel 

(h) [% [95 6]] = 95 (216) - 6 (2195). (6) 

§ 7. 
Die Bewegung eines elektrisch geladenen Massenpunktes 

in einem konstanten Magnetfelde. 

Nach dem Biot-Savartschen Gesetz ist die Kraft, welche 
auf die unendlich kleine Länge ds eines linearen Stromkreises 
der elektromagnetisch gemessenen Stärke i im Magnetfelde ^ 
ausgeübt wird |-. , ^, 

Nennen wir den Drahtquerschnitt q, so daß das Volum- 
element qds ist, so ist die Kraft auf die Volumeinheit 



f - [v «] 



— bedeutet die Elektrizitätsmenge, die in der Zeiteinheit durch 
die Querschnittseinheit fließt, die sogenannte Strömung 3* 
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Dieses Gesetz gilt auch^ wenn wir es auf einen mit der 
Dichte Q (elektromagnetisch gemessen) geladenen und mit der 
Geschwindigkeit ö bewegten Körper anwenden^ d. h. wenn wir 
den Leitungsstrom durch Eonvektionsstrom ersetzen. 

In der Zeiteinheit geht aber durch die Querschnittseinheit 
das Volumen t)^ also die Elektrizitatsmenge ^t); es ist also 

f = [?», $] 

die auf die Yolumeinheit ausgeübte Kraft; auf den ganzen 
Körper wirkt also die Kraft 

wenn dS ein Volumelement ist. Wir wollen annehmen^ daß 
die Dimensionen des Körpers nur klein sind^ und daß er sich 
ohne merkliche Drehung bewegt, d. h. daß er als Massenpunkt 
im mechanischen Sinne aufzufassen ist. 

Da sich der Körper also wie ein starrer Körper ohne 
Botation bewegt, also t) räumlich konstant ist, da femer ^ 
konstant sein soU, können wir schreiben 

^-[^.^lfQdS^e[t>,^l (1) 

wo e die Gesamtladung des Körpers bedeutet. 

Ist m seine Masse, so lauten die Newtonschen Bewegungs- 
gleichungen: 

»»^ = f = c[ö, $]. (2) 

Wir erhalten ein Integral, wenn wir (2) mit dem Vektor ü 
skalar multiplizieren, dann ergibt sich 

Hieraus folgt wegen (g) 



»» = (7i. (5) 

Ci ist eine Integrationskonstante. (5) ist das Integral 
der lebendigen Kraft. 



1^ 
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§ 7. Die Bewegung eines elektrisch geladenen Massenpunktes nsw. 21 

Diese bleibt konstant; in der Tat leistet die Kraft f keine 
Arbeit^ da sie^ wie aus (1) ersichtlich^ immer senkrecht zur 
augenblicklichen Geschwindigkeit t) wirkt. 

Wir bekommen noch ein Integral; wenn wir (2) skalar 
mit ^ multiplizieren^ dann ergibt sich wegen (g) 

(§'^) = Ä(«^) = 0' (6) 

also 

im = c„ (7) 

wo C^ auch Integrations]iconstante ist. 

Nach (7) ist also |$|-| t) { cos ($; t)) konstant. Da aber 
I ^ I nach Voraussetzung; 1 1) | aber nach (5) konstant ist; so 
ergibt sich aus (7) Eonstanz des Winkels zwischen t) und ^. 

Wir übersehen sofort den ganzen Charakter der Bewegung, 
wenn wir die Erümmung der Bahnkurve noch bestimmen. 

Zu dem Zwecke multiplizieren wir (2) vektoriell mit t) 
und erhalten 

Nach (h) ist 

Nun ist aber 

Die Krümmung ü ist aber nach § 5 (17) mit Benutzung 
von (10) 

Aus (9) folgt 

= r^i^ {»(»$)-§»*}• (12) 



\ |t)|»m 

Erheben wir (12) ins Quadrat; so ergibt sich 

= ;^,sin«(«§). (13) 



m' ö 
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Also ist 



'M «üi (», $). (14) 



Die Sjrümmnng ist also konstant^ die Geschwindigkeits- 
komponente in Bichtnng von ^ ist auch konstant^ wie ans 
(5) und (7) folgte ebenfalls der Winkel der Bahn gegen die 
Feldrichtung. Der Punkt beschreibt also eine Schraubenlinie. 
Ist die anfangliche Geschwindigkeit in Bichtnng des Feldes 
Nnll^ so bleibt sie Null^ dann bewegt sich der Massenpnnkt 
auf einem Kreise vom Radius 

wie .» (U) fto .^6 folgt ,-„/_.• f"~- 



• «1 
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Kapitel ü. 

Die Differentialoperationen der Vektoranalysis. 

§ 1. 

Der Gradient. 

Es sei ein Skalar U gegeben als stetige, differenzierbare 
Funktion des Raumes , z. B. die Temperatur eines Körpers; wir 
stellen sie, wie in Kapitel I § 1 ausführlich auseinandergesetzt 
ist, durch ein System Ton Niveauflächen geometrisch dar. 

Wir köimen einen Vektor definieren, der in jedem Punkte 
des betrachteten Baumteüs die Richtung des schneUsten An- 
wachsens Yon 77 hat, und dessen Betrag gleich dem Anwachsen 
von ü ist, wenn man in dieser Richtung um die (unendlich 
klein gedachte) Längeneinheit vorwärts geht. 

Dieser Vektor ist von einem Koordinatensystem unabhängig, 
da zu seiner Definition überhaupt kein Koordinatensystem ver- 
wendet wurde, er hängt nur ab von der räumlichen Verteilung 
des Skalars Z7. 

Wir nennen diesen Vektor (SJ den Gradienten von JJ 

und schreiben 

® = grad U. 

Wir wollen die Komponenten von @ in einem recht- 
winkligen Koordinatensystem bestimmen. 

Zunächst ergibt Fig. 1 Seite 2, daß die Richtung von ® 
senkrecht zu den Flächen TJ = const, den Niveauflächen, steht, 
denn da die Richtung die des stärksten Anwachsens von TJ 
sein soll, wenn man um die unendlich kleine Längeneinheit 
vorwärts geht, so ist dies natürlich die Richtung, in der man 
auf kürzestem Wege von einem Punkte einer Niveaufläche 
zur benachbarten kommt; dieser kürzeste Weg aber ist die 
Normale. 



,-< 
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Bezeichnen wir ihre Richtung, nach wachsenden ü ge- 
nommeii; mit n und denken nns einen festen Anfangspunkt 
auf fif so können wir uns U als Funktion von n gegeben vor- 
stellen. @ fällt alsdann in die Richtung von n, und es ist 

i.®i=lf- (1) 

Die Bichtungskosinus der Normalen auf der Fläche 
U(xyis) = const, also der Richtung von ®, haben^ wie uns aus 
der analytischen Geometrie bekannt ist, die Werte 

dü/dx 



oos(n,x) = 



■m'+ Q"+ m 



cos (w,y) = /.o,r.. .oJ = 



V(S)"+ ©■+ Q 



cos (n, z) = — ' • fc^^ 

Betrachtet man anderseits die Projektionen von dn auf 
die Koordinatenrichtungen, so ergibt sich 

cos inx) = ^. cos iny) - g|, cos (w^) = g^- (3) 

Multiplizieren wir entsprechende Glieder von (2) und (3) 
miteinander und addieren, so folgt 

dx dn dy dn'' dz dn ^ ^.x 

oder 

Femer erhält man die Komponenten von ® aus den 

®a: == I ® I cos (wrc) USW. 

oder mit Benutzung von (1), (2), (4') 
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Da die Richtung der Koordinatenaclisen willkürlich ist; so 
gilt allgemein 

®, = ^' (6) 

WO l eine beliebige Richtung ist. Hierfür schreiben wir auch 

grad,J7=|?. (6') 

OTT 

Wegen (6) wird -^ auch die Richtungsderiyierte von 
ü in der Richtung l genannt. 

erste Differentialparameter von U. 

Bildet l den Winkel ^ mit n, so ist die Projektion von 
@ auf l gleich \&\ cos^^ wir sehen alsO; daß die Änderungs- 
geschwindigkeit von U in einem Punkte konstant ist auf einem 
Kreiskegel; dessen Achse die Normale von U » konst ist. Ist 
^ ==» 3c/2, so haben wir die Projel^tion Null, d. h. der Gradient 
hat keine Komponente tangential zu den Niveauflächen; was 
sich ja auch sofort aus der Definition der Niveauflächen ergibt; 
da beim Fortschreiten auf ihnen ü sich nicht ändert. 

Wichtig ist das Linienintegral von ® über eine Kurve s 
von einem gegebenen Anfangspunkte Sq bis zu einem gegebenen 
Endpunkte s^ 



ß 






Unter @'di ist wie immer das skalare Produkt aus @ 
und dem unendlich kleinen Vektor di zu verstehen. Dieses 
erhalten wir aber; wenn wir @ in die Richtung von 8 proji- 
zieren und mit dem absoluten Wert \d^\ multiplizieren; also ist 

f®,\dS\=f^^ds, (7) 

WO unter ds der absolute Wert von di verstanden ist. Wir 
haben rechts ein vollständiges Differential; und es ergibt sich 
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grad U'd%^j%d%=^U^-ü^, (8) 

wo die Indizes und 1 bedeuten^ daß IJ in den Punkten s^ 
und s^ gebildet werden soll. Wir sehen also, daß das Resultat 
der Integration vom Integrationswege unabhängig ist und nur 
vom Anfangs- und Endpunkte abhängt. 
Es ist also ii '1 

(1)/ grad U' d^ = (2) /grad U- d^, (9) 

wo die Zahlen (1) und (2) am Integral- 
zeichen die beiden in Fig. 13 gekennzeich- 
neten Wege bedeuten sollen. 

Vertauschen wir Anfanc^s- und End- 
punkt im zweiten Integral, so kehrt sich 
sein Vorzeichen um, und wir haben 

(1) Tgrad T}d§> + (2) Tgrad Ud^ ^ CgrB.d TJ-d^^O, (9') 

WO das Zeichen o die Integration über eine geschlossene 
Kurve bedeuten soll. 

Ist z. B. % = grad TJ eine Kraft, die auf einen Massen- 
punkt wirkt, so leistet dieselbe bei der Verschiebung von Sq 

bis s, die Arbeit , _ „ .... 

^ A=^U^—Uq, (10) 

U heißt in diesem Falle die Kräftefunktion der Kraft ®. 
(8) sagt aus: Die Arbeit bei der Verschiebung ist gleich der 
Zunahme der BLräftefunktion, unabhängig vom Wege der Ver- 
schiebung. 

(9') sagt aus: Die Arbeit, welche die Kräfte leisten, wenn 
der Punkt in seine ursprüngliche Lage zurückkehrt, ist Null. 
Es kann also keine Energie in andere Energieformen beim 
Verschieben übergeführt sein, das System ist im energetischen 
Sinne ein vollständiges oder konservatives System. 

Läßt sich & als Gradient eines Skalars darstellen, 
so heißt ® ein Potentialvektor. 
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1. Satz: Ist ® ein Potentialvektor, d. h. läßt sich eine . 
Funktion U angeben^ so daß ® « grad U, so können die 
@i -Linien keine geschlossenen Linien sein, sondern müssen An- 
fangs- und Endpunkte haben. 

Denn wenn es eine geschlossene @ -Linie gäbe, könnte 
man diese zur Kurve s wählen. Das Linienintegral würde 
dann aber nur positive Bestandteile enthalten, weil @ immer 
in die Richtung von ds fiele, und die Integration über die 
geschlossene Kurve s würde nicht Null ergeben, wie es (9') 
verlangt. 

2. Satz: Ist umgekehrt das Linienintegral von @( über s 
vom Wege unabhäugig, oder, was dasselbe bedeutet, auf einem 
geschlossenen Wege Null, so kann man einen Skalar U angeben, 
so daß 

® = grad TJ. 

Physikalisch ausgesprochen lautet der Satz: 

Ist die Arbeit beim Verschieben eines Massenpunktes nur 
von der Anfangs- und Endlage des Punktes, aber nicht vom 
Wege der Verschiebung abhängig, oder, was dasselbe bedeutet, 
wird beim Verschieben auf einem geschlossenen Wege keine 
Arbeit geleistet, so haben die Kräfte @( ein Potential U, 

Beweis: Wir gehen von einem konstanten Punkte ^o aus 
und bilden das Integral j &d^] dieses soll nur vom Punkte s^ 
abhängen bei konstant gedachtem Sq] wir setzen 



Jmi^u{s^). (11) 



Wir wählen einen s^ unendlich benachbarten Punkt s^ 
und es sei 

C%d%^U{s^). (12) 



*a 
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Da wir den Integrationsweg nach Voraussetzung beliebig 
wählen dürfen, so wählen wir ihn in (12) über s^; dann gibt 
die Differenz von (12) und (11) 



/ 



^ Od« » U(s^) - U(s,), (13) 

*i 

Da aber s^ und s^ sich unendlich benachbart sind, können 
wir das Integralzeichen fortlassen und &gd8 schreiben, wenn 
(25» I (2^1 ist. Rechts ist der Zuwachs von U auch unendlich 
klein, gleich dU, und wenn wir ü als Funktion von s uns 
vorstellen, so ist 

dU=^- ds, 



also 



oder 






® = grad K (14) 

Hier ist U natürlich nur bis auf eine willkürliche Konstante 
gegeben, da nur die Differentialquotienten Bedeutung haben. 

Potentielle Energie, f sei ein Potentialvektor, also 
f = grad U, und stelle eine Kraft dar, die auf einen Massen- 
punkt m wirkt, der die Geschwindigkeit t) hat. Dann lautet 
die Newton sehe Bewegungsgleichung 

«» S = f- (15) 

Multiplizieren wir (15) skalar mit ö = ^; so erhalten wir 

d /wi 2\ z^^ z ^^ du ds dU x-/>v 

Tt\^^)^^di^^'di^JiTt^~dt' ^^^^ 

Setzen wir CT = — F, so haben wir 

oder 

^2Ö»+F=Ä, (17) 

WO h eine von der Zeit unabhängige Konstante ist. 
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m 



t)^ ist die kinetische Energie des Massenpunktes, V heißt 

die potentielle Energie, (17) nennt man das „Integral der 
lebendigen Kraft". 

Bemerkung: Manche Autoren nennen — -ö— = grad, CT 

den Gradienten von U, sie wählen also die Richtung des 
stärksten Gefälles zur Richtung des Gradienten^ sie haben 
dann den Vorteil, daß U und nicht — U die potentielle Energie 
bedeutet, aber dieser Nachteil bei uns wird, aufgewogen durch 
größere Einfachheit in der Vorzeichenbestimmung bei den 
später zu behandelnden Vektorbeziehungen. Übrigens entspricht 
unsere Bezeichnungsweise auch mehr der in der Differential- 
rechnung übUchen. 

Anstatt des Operationszeichens grad wird auch häufig das 
Zeichen V in der Literatur angewendet, es ist Yon Hamilton 
eingeführt worden und wird „nabla" gesprochen, „nabla" ist 
hebräisch und bedeutet ein harfenartiges Musikinstrument, 
dessen Gestalt ungefähr V sein soll. 



§2, 
Der Gaußsche Integralsatz und die Diyergenz. 

X sei eine stetige Funktion der Koordinaten in einem end- 
lichen Raumgebiet 8, welches von der Oberfläche 6 begrenzt ist. 

In dem Raumintegral I -g— dS ==^ j 1 1 -g— dxdydz läßt 

sich die Integration nach x bei konstantem y und z sofort aus- 
führen, und man erhält als Integranden für dzdy die Fimktion X^ 
und zwar positiv an der oberen Grenze, negativ an der unteren. 
Die Integration nach x erfolgt auf einer Parallelen zur a;- Achse; 
diese treffe die Oberfläche 6 in den Punkten Pu p^, p^y p^y 
dann ist (cf. Fig. 14, S. 30) 

ß-ä^^-fßy^' (^^ - X3 + X, - X,). (1) 
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In diesen Punkten p^, jpg, pj, p^ konstmieren wir die 
äußere Normale n auf 6, Über dem unendlich kleinen ßecht- 




>-JS 



^x- 



Fig. 14. 



eck dyds! in der yz-^hene (cf. Fig. 15) konstruieren wir einen 
prismatischen Stab parallel der a:-Achse, der aus der Ober- 
fläche bei Piy P2f Ps9 Pi resp. die Oberflächenelemente dö^y dö^^ 
dö^, dö^ ausschneidet; so daß dydz als Projektion dieser 
Flächenelemente betrachtet werden kann. Mit der wachsenden 
0?- Achse bilden n^, n^ spitze, H^, Wg stumpfe Winkel, so daß 
wir haben 

dydz = — cos (%, x) da^ = + cos (wg, x) dö^ 
= — cos (wg, x) döQ = + cos (^4, x) dö^. 



(2) 



Z 

A 



dz 



A. 






->-J5 



Fig. 15. 



Für ein Integrationselement ergibt sich also 

(X4— Xg+Xg— Xi)d«/d;2:=XiCos(wi, a?)(i<Ji+X2Cos(w2, x)d6^ 

+X3Cos(w3, o^d6^>^ +X4Cos(w4, x) dc^, (3) 



§ 2. Der Gaufische Integralsatz und die Divergenz. 31 

Summieren wir über alle dydz, so kommen alle Oberflächen- 
elemente def von 6 vor, und wir haben 

/ Y~ dS ^ I X cos (n, x) dö, (4) 

Bechts ist die Funktion X und der Wert von cos (n, x) 
ftlr jeden Oberflächenpunkt zu nehmen und mit dem ent- 
sprechenden Oberflächenelement dö zu multiplizieren. 

Schreiben wir (4) hin, indem wir X durch zwei andere 
Funktionen Y resp. Z ersetzen und gleichzeitig x mit y resp. s 
vertauschen, und addieren alle so erhaltenen Gleichungen, so 
ergibt sich 



^ax . ar . az 



J \dx dy ' dzl 

8 



+ ^+lfWÄ 



= /(X cos (w, x) -f Ycos {vby y) + Zcob (w, z)) d6, (5) 

a 

Fassen wir X, F, Z als rechtwinklige Komponenten 
eines Vektors St auf, so geht der Integrand der rechten Seite 
in %n über, und wir erhalten 

S a . 

Dies ist der Gaußsche Integralsatz, er verwandelt ein 
Baümintegral in ein Oberflächenintegral oder umgekehrt. 

Da die rechte Seite vom Koordinatensystem unabhängig 
ist, so ist es auch das Baumintegral links; den Integranden 
desselben nennen wir die Divergenz von 21 und schreiben 

a^t^ d%^ asi. 

Diese Größe ist ein Skalar, welcher vom Koordinaten- 
system unabhängig ist. (6) läßt sich vom Koordinatensystem 
unabhängig schreiben: 

Cdiy%dS^C%ndö. (60 

S a 
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Wählen wir anstatt des Baumes S ein einzelnes Yolom- 
element dS mit der Oberfläche 6, so ergibt (6') 

divSt ^. (8) 

27 bedeutet die Summation über die Oberfläche von dS, 

diy 31 bedeutet also das Oberflächenintegral von 9[ 

über eine (unendlich klein gedachte) Yolumeinheit. 
Aus (7) oder (8) folgt 

diY (« + ») = div 2t + div SB. (9) 

Je nachdem wir die Form von dS annehmen, nämlich 
als Baumelement bei rechtwinkligen Koordinaten oder bei 
Polar- oder Zylinderkoordinaten, erhalten wir div 21 in ver- 
schiedenen Koordinatensystemen ausgedrückt, wie wir später 
noch eingehender sehen werden. Wir wollen div 21 als ein- 
fachstes Beispiel noch einmal in kartesischen Koordinaten 

bestimmen, und zwar auf 
Grund der Definitions- 

^^^^Jt^^Är gleichung (8). 

Zu dem Zwecke wäh- 
^, _ len wir ein unendlich klei- 

Fig. 16. 

nes rechtwinkliges Parallel- 
epiped parallel den Koordinatenebenen mit den Kanten dx, 
dy^ dz (cf. Fig. 16); es ist also 

dS^dX'dy^dz. (10) 

Das Oberflächenelement besteht aus sechs Termen, ent- 
sprechend den sechs Seitenflächen oben, unten, vorne, hinten, 
rechts, links. 

Die äußere Normale an der rechten Seitenfläche ist -f- x^ 
die äußere Normale an der linken Seitenfläche ist — x. Der 
Beitrag der linken Seitenfläche (mit der Koordinate x) ist also 
— %xdydXj der der rechten mit der Koordinate x-\-dx ist 
+ (2lx)af + daj* dyd^. Entwickeln wir diesen Ausdruck nach 
der Taylor sehen Beihe und vernachlässigen höhere Potenzen 
von dx^ so erhalten wir als Beitrag der rechten Seitenfläche 

(21. + ^ d^ dy dz. 
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Beide Flächen zusammen ergeben also den Beitrag -^ dxdydz, 

o sc 

Nimmt man noch die anderen vier Seitenflächen hinzn^ so wird 

2:%.d6 ^ {-^ + ^ + -^) dxdydz. (11) 

Also ergibt (8) mit Hilfe, von (10) und (11) 

d^^ aa„ aa 
div Sl = ^ + ^ + -ö-% 

dx oy * dz 

wie wir in (7) bereits gefunden hatten. 

Bemerkung: In der Mathematik ist es üblich, nicht die 
äußere Normale n, wie wir es taten, sondern die innere Nor- 
male einzuführen, weil damit ganz sicher zum Ausdruck ge- 
bracht ist, daß man die Funktion nur i m Baume S zu kennen 
oder gar zu definieren braucht. Wir haben die äußere Nor- 
male gewählt, um das lästige Minuszeichen zu vermeiden, und 
bestimmen, daß wir den Differentialquotienten an der Ober- 
fläche im Innern bilden wollen, also auch nur die Werte in 
8 zu kennen brauchen. 

Wir müssen uns jetzt über die geometrische Bedeutung 
von l%nd6 orientieren. Wir haben uns ein Bild eines Vektor- 
feldes Kapitel I (§ 1) gemacht', in- 
dem wir so viele Sl-Linien auf einer 
zur Feldrichtung senkrechten (un- 
endlich klein gedachten) Flächenein- 
heit konstruierten, wie der Betrag | % \ 
angibt. Dann durchsetzen die Fläche 
dZy die senkrecht zu S( steht, |^{e727 
Sl-Linien. Alle diese Linien gehen y. ^^ 

auch durch das Flächenelement d6 

der von uns betrachteten Oberfläche 6 hindurch (cf. Fig. 17), 
welches durch die vom Bande von (227ausgehenden ^-Linien aus tf 
ausgeschnitten wird, und es ist, wie die Fig. 17 sofort ergibt^ 

d2 = d6 cos (w, %). 

Gans, Vektoranalysis. 3 
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Durch das Element dö gehen also 

|Sl|d2;=|?l|cos(w,«)d(y = «nd<y 
Linien. 

I%id6 bedeutet also die Anzahl ^(-Linien^ die 

d.urch (^ Ton innen nach außen hindurchtreten. (Dabei 
sind von selbst die Ton außen nach innen hindurchgehenden 
als negativ in Rechnung gesetzt^ da bei ihnen cos (n, ^) < ist.) 

f %idö gibt also die Zahl in S entspringender ^-Linien an^ 

denn die, welche nur durch S hindurchgehen, werden einmal 
als positiv, einmal als negativ gerechnet. 

Nach (8) bedeutet also div 8t die Anzahl in der Volum- 
einheit entspringender 81 -Linie n. 

Ist die Divergenz eines Vektors 81 im ganzen Baume 
Null, so kann nirgends eine 8(- Linie entstehen oder enden, 
die 8(- Linien müssen in geschlossenen Bahnen verlaufen; ein 
solcher Vektor heißt ein solenoidaler Vektor (6 6(oX'/iv die 
Röhre). An Stellen positiver Divergenz entspringen Sf-Linien, 
an Stellen negativer Divergenz münden 8l-Linien; diese Stellen 
werden deshalb auch Quellen resp. Senken genannt. 

Wie wir soeben sahen, bedeutet %nd6 die Anzahl durch 
d(S hindurchgehender 8t -Linien, ebenso bedeutet der in Kapitel I 
§ 6 behandelte Ausdruck 8l[S5e] = 8ln| [85®] | (wenn n die 
positive Normale auf dem aus 93 und 6 gebildeten Parallelo- 
gramm bedeutet) die Anzahl 81 -Linien, die durch das aus S3 
und @ gebildete Parallelogramm hindurchgehen. 

Nach der Faraday sehen Auffassung der Elektrizität geht 
von jeder positiven Elektrizitätsmenge 1 eine Kraftlinie aus, 
bei jeder negativen Elektrizitätsmenge 1 mündet eine Kraft- 
linie („Kraftlinien" ist ein ungeschickt gewähltes Wort für 
„Erregungslinien", denn es handelt sich um den Vektor S), 
die elektrische Erregung). Die aus der Volumeinheit heraus- 
kommende Zahl 2) -Linien wird also einerseits durch div S) 
bestimmt, anderseits ist diese Anzahl ein Maß für die in der 
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Yolameinlieit enthaltene Elektrizitätsmenge^ d. h. für die raum- 
liche Dichte Q der Elektrizität^ also ist 

div S) - p. (12) 

Bemerkung: Manche Autoren gebrauchen anstatt div ^ 

das Symbol V 21, andere schreiben iS V Sl. 

§ 3. ^ 

Der StokiBssclie Integralsatz und die Rotation. 

Es sei eine beliebige geschlossene Kurve s gegeben, wir 
betrachten das Linienintegral 1 SläS über diese geschlossene 

Kurve und suchen, es in ein Flächenintegral zu verwandeln. 
Zu diesem Zwecke legen wir durch s eine beliebige Fläche <y, 
die s zur Randkurve hat, und errichten in jedem Punkte von 6 
die Normale n und zwar in dem Sinne, daß ein Vorwärts- 
gehen auf s und gleichzeitiges Vorwärtsgehen in Richtung von 
-f n der Korkzieherregel entspricht. 

1. In Fig. 18 stelle s die geschlossene Kurve dar; die 
hindurchgelegte Fläche ö zerlegen wir durch ein Kurvensystem 
in Teilflächen. Dann ergibt sich leicht, 

daß das Linienintegral / %d^, über s ge- 
nommen, gleich ist der Summe der 
Linienintegrale über die Begrenzungen 
der einzelnen Teilflächen. Denn jedes 
Stück einer Begrenzungslinie gehört 
zwei benachbarten Teilflächen an und 
wird, da der Umlaufungssinn immer der- 
selbe ist, bei den Integrationen um diese beiden aneinander- 
stoßenden Teilflächen in entgegengesetztem Sinne durchlaufen 
(cf. Fig 18), es bringt also keinen Beitrag zur Summe der 
Linienintegrale, einen Beitrag geben nur die Teile der Rand- 
kurve s selbst, weil diese nur einmal durchlaufen werden. 

2. Wir wählen ein spezielles Flächenstück, für dessen 
Begrenzung wir das Linienintegral bilden wollen: ein unendlich 




Flg. 18. 
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kleines Rechteck mit den Seiten dyp,z parallel den entsprechen- 
den Koordinatenachsen; dann wird 

AtdS = {^»dz)y^ay - i^ydy\^a. - i^.dz\-\' {^ydy\, (1) 

wie die Betrachtung der 
Figur sofort ergibt. Wir 
haben dabei links oben an- 
gefangen zu ' integrieren und 
sind der Pfeilrichtung ge- 
folgt. 

Die Entwicklung nach 
dem Taylor sehen Lehrsatz 
ergibt bei Vernachlässigung 








d^ 



<H' 



'Ö' 



da 



Tig.l9. 

höherer Potenzen von dy nnd dz 

C%d% = (51. + ^ dy) dz-{^ + ^ dz)dy - %.de 

+ %äy^{^-i^)dydz. 
Nennen wir die Fläche doxy so ist 



(2) 



o 



(2') 



(2') gilt bei Berücksichtigung von 1. für ein beliebig 
gestaltetes Flächenstück in der y^-Ebene. Es ist also 

dy dz dö^ ^ ^ 

Definieren wir nun einen Vektor 91 durch die Komponenten: 



% 



dy 



dz 

d^M 



"^y dz dx ' 

^ _ d% dSBiz 



(4) 



so lautet (3): SRa; ist das Linienintegral von 31 um eine (unendlich 
klein gedachte) Flächeneinheit^ deren positive Normale x ist. 




Fig. so. 
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3. Wir bilden ein nnendlicli kleines Tetraeder darch die 
drei Eoordinatenebenen und eine yierte Ebene mit der Nor- 
malen n. Die Inhalte der Flächen sind resp. 

«nd es ist *'' "" ''" *' 

6x^ 6 COS (w, x)\ <yy = <y COS (w, y); 6z^ fS cos (w, z). (5) 

Femer bilden wir die Linienintegrale um 6xy 6yy ö, im positiven 
Sinne^ dieselben ergeben nach (2') 

und (4) resp. ^x^^x, ^y^yy 9i-»<y«- 
Addieren wir dieselben und be- 
achten wir^ daß alle Kanten zwei- 
mal in entgegengesetztem Sinne 
durchlaufen werden^ bis auf die 
gefiederten Spanten der Hypote- 
nusenfläche (Fig. 20)^ so ist das 
Linienintegral um diese beliebig gestellte Hypotenusenfläche 

2]%d» = ^x(Sx + %(fy + %(f. (6) 

oder mit Benutzung von (5) 

2]%di = (?ftar cos (nx) + % cos (ny) + % cos (n0))d6 

- ^„d6. (7) 

Wir nennen den Vektor SR die Rotation von 31 und 

schreiben: «, ^ at 

m = rot Sl ^gN 

gi„=rot„Sl. 
Dann wird aus (7) 

^d^ = T0tn^d6. (7') 

Diese Gleichung gilt zunächst nur für eine beliebig 
gestaltete unendlich kleine ebene Fläche 6 wegen 2,, da 
aber wegen 1. das Linienintegral längs einer beliebigen Kurve 
zusammengesetzt werden kann aus den Linienintegralen um 
unendlich kleine^ also als eben aufzufassende Flächen^ so gilt 

C^d^^frotn^dö (7") 

für jede geschlossene Kurve s. (7") bildet den Ausdruck des 
Stokesschen Satzes. 



> 

y 
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Durch (7') ist ein Vektor rot St unabhängig vom Koordinaten- 
system definiert; denn für ein unendlich kleines F^henstück 
dö mit der positiven Normale n ist 

rot.Sl = ^. (9) 

Die Komponente von rot % nach einer beliebigen Richtung n 
ist also gleich dem Linienintegral von §1 um eine senkrecht 
zu n gestellte (unendlich klein gedachte) Flächeneinheit. 

Aus (4) oder (9) folgt 

rot (2t + SB) = rot St + rot SB. (10) 

Die Richtung des Vektors rot St selbst findet man 
folgendermaßen: Man gebe der unendlich kleinen Flächen- 
einheit alle möglichen Stellungen^ bilde das Linienintegral um 
dieselbe und wähle die Fläche aus^ für die dieses Integral 
am größten ist^ die positive Normale auf der Fläche in dieser 
Stellung gibt die Richtung^ das Litegral selbst den Betrag der 
Rotation. 

Bei der Ableitung des Stokesschen Satzes war die 
Fläche 6 ganz beliebig bis auf die Bestimmung^ daß sie s zur 
Randkurve hat. Legen wir also zwei Flächen 6^ und 6^ 
durch s, so wird 

TrotnStdfJi ^Croin%d6^. (11) 

6^ und 6^ bilden zusammen eine geschlossene Fläche 6j aber 
ist n auf 6^ die äußere Normale ^ so ist es auf 6^ die innere 
Normale, da immer die Richtung von n durch die Korkzieher- 
regel gegeben ist. Führen wir aber anstatt der inneren Nor- 
malen auf 6^ auch die äußere Normale n^ ein, so wird aus (11) 

froijidö^ + Croin'%d6^ ^ 0, (11') 

oder wenn wir die beiden Integrale zusammenfassen, die 

ganze geschlossene Fläche 6 und ihre äußere Normale n 

nennen /» 

Irofädö^O, ' (12) 
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Das bedeutet aber nach den Auseinandersetzungen des 
vorigen Paragraphen S. 34: 

Läßt ein Vektor 9t sich als Rotation eines anderen 

Vektors Sl darstellen, so haben die 9t-Linien nirgends 

Anfang oderEnde^ sondern verlaufen in geschlossenen 

Bahnen. 

. Später werden wir beweisen, daß ajach der umgekehrte 

/ Satz gilt, d. h. daß ein Vektor sich als Rotation eines anderen 

j darstellen läßt, wenn sein Flächenintegral über jede geschlossene 

1 Fläche verschwindet. 

Bemerkung: Anstatt rot ^ schreiben manche Schrift- 
steller curl 31 oder quirl 81 oder Vv9l. 

§4. 
Beziehnngen zwischen den Differentialoperationen. 

1. Auf Gleichung (12) des vorigen Paragraphen wenden 
wir den Gauß sehen Satz § 2 (6') an und erhalten 

div rot Sl . dÄ = 0. (1) 



ß 



Da der Baum S beliebig ist; so muß der Integrand selbst 
verschwinden, es gilt also für jeden Vektor 31 

(1) div rot 31 = 0. (2) 

2. In Gleichung (7") des vorigen Paragraphen setzen wir 
für den Vektor 31 den Gradienten eines Skalars ü, also 

31 = grad U. (3) 

Dann verschwindet die linke Seite wegen § 1 (9'), und 

wir erhalten ^ 

/rot« grad [7d<y = 0. (4) 

ff 

Da die Fläche 6 beliebig ist, so muß der Integrand selbst 

verschwinden, wir haben also für jeden Skalar U 

(m) rot grad [7=0. (5) 

3. Die Umkehrung dieser Formel müssen wir etwas näher 
betrachten; es fragt sich, ob ein Vektor @, dessen rot Null 
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ist; sich immer ab Potentialvektor darstellen laßt^ sich also 
immer ab Gfradient eines Skalars U ergibt, und wenn ja, ob 
U immer einwertig ist, oder mehrwertig sein kann. 

Nach dem Stokes sehen Satze ist: 

C@d^^Croin®d6. (6) 

6 a 

Da nnn aber rot ® « wegen der Voraussetzung, so folgt 



C@di = 



(7) 
o 

und daraus wegen § 1 Satz 2: 

® = grad CT. (8) 

Beim Schluß von (6) auf (7) ist nun aber stiUschweigend 
vorausgesetzt, daß auf 6 überall rot @ » ist, d. h. daß die 
ganze Flache 6 dem Baume 8 angehört, in dem nach Voraus- 
setzung rot @ = ist. 

Nun kommen aber Fälle Tor, in denen die Eurye s zwar 
vollkommen in dem betrachteten Baume S liegt, aber trotz- 
dem sich keine Fläche 6 durch s legen läßt, die ganz in S 
verläuft. Solche Bäume heißen mehrfach z usammenhängende 
Bäume. 

Ein einfaches Beispiel eines mehrfach zusammenhängenden 
Baumes ist das Innere eines Ereisringes, der durch Botation 
eines Kreises um eine in seiner Ebene liegende, aber den 
Kreis nicht schneidende Gerade entsteht. Die Kurve, welche 
der Kreismittelpunkt bei der Botation beschreibt, ist eine 
solche Kurve 5, die vollständig in S liegt, durch die sich 
aber keine Fläche 6 legen läßt, die ganz in 8 verläuft. 

Kann man es durch das Anbringen von n — 1 Quer- 
schnitten, deren beide Seiten man zur Begrenzung hinzu- 
nimmt, bewerkstelligen, daß der Baum einfach zusammen- 
hängend wird, d. h. daß durch eine beliebige Kurve s eine 
Fläche 6 gelegt werden kann, die ganz in 8 verläuft, so 
heißt der Baum n-fach zusammenhängend. 
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Der Ereisring ist zweifach zasammenhängeiid, denn z. B. 
durch einen Meridianschnitt T wird er einfach zusammen- 
hängend. Fig. 21 stellt den Äquatorialschnitt eines durch T 
einfach zusammenhängend gemachten Kreisrings dar. Das 

Linienintegral 1 ®d^ über die punktiert gezeichnete Kurve 

s = äCBB'C'ä'ä ist jetzt Null, es gibt also ein Potential ü, 
und da die Anteile über Ä^Ä und B^B entgegengesetzt gleich 
sind, folgt 




Fig. 81. 



B 



B' 



oder 



{6)C®d^ = (cO r®d8 



Üb-Üa=Ub'-Ua' = \ 



(9) 



(10) 



Am Querschnitt erleidet das Potential U also einen kon- 
stanten Sprung i, und wenn man den Querschnitt wieder fort- 
läßt, so ist ü eine mehrwertige Funktion des Ortes^ ist & 
eine Kraft, so bedeutet das, daß beim einmaligen Umkreisen 
die Arbeit ) geleistet wird. Solche Verhältnisse liegen z. B. 
vor, wenn in der Rotationsachse des Ringes ein Strom j| 
(elektromagnetisch gemessen) fließt und @ die Kraft auf die 
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mi^etische Menge 1 bedeutet. Hierauf werden wir später 
zurückkommen. 

4. In dem Ausdruck § 2 (7) 

■ ■ *"<-^+f^+^ (") 

setze man 2t = grad D, (12) 

d.h. 3l.= g, Sl,= g, 8(,= |?, (12') 

80 ergibt sich 

divgrad U^-^ + -^ + -^^ (13) 

Schreibt man fiir den von Lame so genannten zweiten Differen- 
tialparameter von U 

so ergibt sich aus (13) 

(n) div grad ?7= ACT (13') 

als unabhängig vom Koordinatensystem. 

5. Wir wollen die X- Komponente des Vektors rot rot % 
bilden. Setzen wir rot Sl == ?R, so lautet dieselbe nach § 3 (4) 

dy dz ^ ^ ^ 

wobei 9i den in § 3 (4) angegebenen Wert hat. Also folgt: 

'°*-'»'«-Ä(*-^)-Ä(^-^) 

_ (1% + «!»L) _ (^ + ^y (16, 

\dxdy dxoz) \ dy* dz*/ ^ ^ 

Durch Addition und Subtraktion von -y-g- ergibt sich 

dx\dx "^ dy ^ dz) \ dx* "*" dy* "^ dz* )' 
Wenden wir den Operator A auch auf Vektoren an, setzen 
wir also 

dx* ^ dy* + dz* °=^-*«» 
so erhalten wir 

(o) rot rot % = grad div « - A «. (16) 
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6. Ebenso folgt durch Ausrechnung in kartesischen Koor- 
dinaten: 

(p) div [81S5] = 95 rot 2t - 51 rot 35 (17) 

(q) rot[Sl95]=2(divS5-S5div2l+(95grad)3l-(2lgrad)95 (18) 

(r) (31 grad) 95 + (95 grad) 3t = grad (3t95) 

-[3t rot 95] -[95 rot 3t]. (19) 

Hierin bedeutet der Operator (3t grad), auf einen Vektor 
angewandt: 

(«grad) = Sl.^ + Sl,^ + Sl,^. 

7. Femer ist 

also 

(s) div (3t U) = ü' div 3t + (3t. grad U). (20) 

Die Ausrechnung dieser letzten Formeln sei dem Leser 
überlassen; ich mache noch einmal darauf aufmerksam^ daß 
aUe Ausdrücke vom Koordinatenaystem nnabhängig sind, daß 
man also z. B. ein beliebiges kartesisches Koordinatensystem 
zur Zwischenrechnung benutzen kann; die Beziehung auf das- 
selbe fällt im Endresultat natürlich wieder heraus. 

4 

§5. 

Der Oreensclie Satz. 

Setzt man in (s) 

3t = grad F, 
so folgt: 

div {U grad V) == ?7 div grad V + grad U- grad V. (1) 

Vertauschung von U und V ergibt 

div (Fgrad U) = Fdiv grad U+ grad [/-grad F. (1') 

Auf den ersten Term rechts wenden wir (w) an, subtrahieren (1') 
von (1), integrieren über einen Raumteil 8 mit der Oberfläche 6 
und erhalten, wenn wir auf die linke Seite den Graußschen 
Integralsatz anwenden, 

fi^'^n- v^^d6=ßu£.r-rAiDds. (2) 
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Setzt man in (1) 

so tolst 

^ diY(U' grad U)^ü div • grad ?7 + (grad ü)\ (3) 

Auf den ersten Term rechts wenden wir (n) an, integrieren 
über einen Raumteil S mit der Oberfläche 6 imd erhalten, 
wenn wir auf die linke Seite den Gaußschen Integralsatz 
anwenden, 

r(grad UydS +fuA Ud S ^Cu^^dö. (4) 

(2) und (4) sind von Crreen gefunden. 

Satz: Ein Vektor ^ ist in einem einfach zusammen- 
hängenden Baum 8 eindeutig gegeben, wenn im ganzen 
Räume div 31 und rot 2t und auf der Oberfläche 6 von S die 
Normalkomponente von 9(, also Sin gegeben ist. 

Folgender Beweis ist typisch für die Art der Eindeutig- 
keitsbeweise in der mathematischen Physik: 

Angenommen, es gäbe noch einen zweiten Vektor W 
außer %, der denselben Bedingungen genügt wie 31, so würde 
35 = 2t — 31' den Bedingungen genügen 

div = (5a) rot 85 = (5b) 35« =0 (5c). 

Wegen (5 b) kann man in einfach zusammenhängenden 
Räumen nach § 4, 3. setzen 

95 = grad ü, 

also ist wegen (5 a) und (n) 

AU^O, (6) 

Wegen (5 c) ist 

Setzen wir (6) und (7) in (4) ein, so folgt 

'(grad Cr)«d 5 = 0, (8) 



ß 



und da der Integrand wesentlich positiv ist, muß er im ganzen 
Raum verschwinden; d. h. 

grad J7= 85 = (9) 

oder 

2t = 21'. (10) 
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Wir können den Beweis, daß S3 = 0, wenn (5) erfüllt ist, 
auch auf eine mehr geometrische Art führen. 

Da rot 95 = ist, also auch / S8 d§ = in einfach 

zusammenhängenden Räumen, so folgt aus § 1 Satz 1, daß 
es in S keine geschlossenen S3- Linien gibt; aus div 95 = 
folgt, daß in S nirgends 95 -Linien entspringen oder münden 
(§ 2); und aus 95« =0 folgt, daß durch die Oberfläche 6 keine 
95 -Linien in S hineintreten, also können keine 95 -Linien in 
S enthalten sein. 

Zusatz: Haben wir es mit dem unendlichen Raum S zu 
tun, so rückt auch 6 ins Unendliche und kann z. B. als un- 
endlich große Kugelfläche um einen Punkt im Endlichen 
gewählt werden. Läuft keine Sl- Linie ins Unendliche, so ist 
dort %^=0, also gegeben. Aber es genügt nicht, daß 21« 
im Unendlichen überhaupt verschwindet, um sagen zu können, 
daß keine 8l-Linie ins Unendliche gelangt, sondern es muß 

über die Kugelfläche vom unendlich großen Radius R integriert, 
verschwinden. dcj bedeutet das Oberflächenelement einer 
Kugel vom Radius 1. Es folgt, daß 9l„ stärker verschwinden 

muß wie ^j? um sagen zu können, daß keine 5l-Linien ms 

Unendliche gelangen. 

Verschwindet in (4) im Oberflächen-Litegral U wie ^; so 

O YJ -1 Q TT -f 

verschwindet y wie ^^ also U ö- wie ^> folglich ergibt 

die Litegration über die unendlich große Kugel vom Radius 
R Null. 

Verschwindet aber ü wie ^? so verschwindet 95 = grad U 

wie -l,- 

Also ist 2t eindeutig im unendlichen Raum ge- 
geben, wenn div 21, rot 21 gegeben sind und" 21 im 

Unendlichen wenigstens wie -^ verschwindet. 
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§6. 
Unstetigkelten. 

Bis jetzt haben wir die Vektoren immer als stetige 
Funktionen des Orts aufgefaßt^ doch kommen in den An- 
wendungen Fälle vor, in denen dies nicht mehr erlaubt ist. 
2 sei eine Fläche, in der der Vektor Sl unstetig ist. 

1. Wir konstruieren einen Zylinder mit den Grund- 
flächen d6i und dö^ parallel 2, dessen Höhe h unendlich klein 
gegen die Dimensionen der Grundflächen ist, und wenden auf 
ihn den Gauß sehen Satz an. Das Oberflächenintegral über 
die Mantelfläche föUt dann als xmendlich klein von höherer 
Ordnung fort. Es folgt, wenn wir noch dö^ = dö^ = dö setzen 

div 31 . Ä - d(y = (3l„, + SIJ dö', (1) 

oder wenn wir eine einzige Normalenrichtung n einführen 

und die Werte von 31 auf 



-kr 



1 



da 



\ 



beiden Seiten von U durch 

jt ein -f und — Zeichen unter- 

dc^ ' scheiden (cf. Fig. 22) und 

n^ durch d6 dividieren: 

^'^'^' ' Ä.div2l = Sl+-Str. (2) 

Ist die Normalkomponente eines Vektors 31 an einer 

■ 

Fläche unstetig, so wird dort div 31 unendlich groß, weil h in 
(2) unendlich klein ist; aber i^* div 31 bleibt endlich. Setzen 

^"^ Ä.div3l = pa, (3) 

so bedeutet q^ die Anzahl 31 -Linien, die auf der (unendlich 
klein gedachten) Flächeneinheit von 2 entspringen. 

Nehmen wir, wie Faradaj in der Elektrizitätslehre, an, 
daß von der Menge 1 eines Substrats eine 3l-Linie in den 
Raum hinausgeht, so bedeutet, wie wir in § 2 sahen, div 31 
die räumliche Dichte des Substrats, diese ist hier unendlich 
groß, wir haben es mit der endlichen Flächendichte Qa zu 
tun (cf. Gl. (3)). Es ist 

3l;^~3l^=9a. 
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Die Oesamtmenge f Qadl^ des Substrats^ d. h. die Gesamt- 
zahl^ der auf 27 entspringenden ^-Linien bleibt endlich und ist 



/< 



2) Wir wenden den Stok es sehen Satz an auf ein Recht- 
eck^ bei dem zwei Gegenseiten h auf 2J senkrecht stehen, 
während die anderen beiden ds^ und ds^ zu U parallel sind. 
h sei gegen ds^^ und ds^ unend- 
lich klein^ so daß die Linien- . 



ist, wenn wir dSi = — dSg«^?^ ' — ^ 

setzen, da dö^ds-h ist, Fig. 28. 

%,dsi + %s^ds2^rott%dS'h] (4) 

oder wenn wir eine Richtung s einfuhren und durch ds 

diyidieren: 

Sl+~ar=rot,S(.Ä. (5) 

s und t sind hier aufeinander senkrechte Richtungen in 
der Fläche U. Die Tangentialkomponente rot/ 91 wird also 
unendlich groß, doch so, daß das Flächenintegral 



/■ 



rot/ 21 • döt 



endlich bleibt. Solche Unstetigkeiten kommen in der Elektro- 
dynamik bewegter Medien vor. 

3) Den Fall, daß ein Skalar U in einer Fläche unstetig 
wird, haben wir schon in § 4 betrachtet. Sei der Sprung 

£7^— jr~= i, und haben wir einen Vektor ® = grad U, so 
wird dieser in der ünstetigkeitsfläche unendlich groß, aber 
das Linienintegral von einer Seite der Fläche zum gegenüber- 
liegenden Punkt durch die Fläche hindurch ist endlich 

®d5= ?7+- W^i. (6) 

Bedeutet & eine Kraft, so wird diese in der Fläche un- 
endlich groß, die Arbeit beim Verschieben eines Massenpimktes 
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durch die Fläche bleibt jedoch endlich. Solche Fälle treten 
ein bei sogenannten Doppelflächen (elektromotorisch wirksamen 
Flächen). 

§7. 
Differentialquotienten nach der Zeit. 

Haben wir es mit einem zeitlich veränderlichen Felde zu 
tun^ sei dieses nun skalar W oder yektoriell SES; und hat der 
Träger der Feldeigenschaft^ die Materie^ eine gewisse Geschwindig- 
keit t)^ so kann sich in einem gegebenen Materieteilchen 
aus zwei Gründen die Feldeigenschaft W (resp. W) ändern. 
Erstens kann W (resp. W) sich ändern, wenn das Teilchen an 
seinem Orte bleibt, da W (resp. S33) explizite Funktion der 
Zeit sein soll, zweitens aber auch dadurch, daß das Teilchen 
sich mit der Zeit verschiebt und an Stellen kommt, wo W 
(resp. S33) einen anderen Wert als Ortsfunktion hat. Die voll- 
ständige Änderung in einem Materieteilchen setzt sich aus 
diesen beiden Beiträgen zusammen. 

Bezeichnen wir die im Materieteilchen stattfindende 
Änderung von W (resp. S33) in der Zeiteinheit mit -^ 
resp. -tt)} die am gegebenen Ort stattfindende Änderung mit 

dw[ ass\ . . 

_^resp.^j, so ist 

dW ^i^^dxdWdydWdi ,-x 

dt ^ dt "^ dx dt '^ dy dt ^ dz ' dt ^^ 

oder in Vektorschreibweise 



( 



dW dW , ,^ , fjr\ 



(2) 



Ist z. B. eine Eigenschaft stationär in der fortbewegten 
^ = 0, also^ 



Materie, so ist -77 = 0, also ^r = — ö grad. 



§ 7. Differentialquotienten nach der Zeit. 
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Wir woUen die far Anwendungen wichtige Größe 
'Jil^^^y ^^^ ^® ^^ ^^^ Zeiteinheit erfolgte Zunahme der 

a 

Anzahl ^-Linien^ die eine in der Materie feste FULche durch- 
setzen^ betrachten, und anstatt ^ die Größe -^ einführen^ 

also die Änderung am gegebenen Ort. 

Die Zahl S[-Linien durch <f kann sich nun zunächst in 
der Zeit ändern bei festliegender Fläche, weil ^ Funktion 
YOn t ist. Dieser Anteil ist 



/ 



dt 



dö. 



Femer kommt die Veränderung infolge der Verschiebung 
)Ddt in der Zeit dt hinzu. 

Die vom Linienelement d^ der Bandkurve in der Zeit dt 
überstrichene Fläche ist | [t), äS] | d!^ (Fig. 24). Nennen wir die 
Fläche 6 in der Lage zur Zeit t <fi, 
zur Zeit t+ dt 6^ und die infolge der 
Verschiebung von der Bandkurve 
beschriebene Fläche ö^, so bilden 
^v ^2} ^3 zusammen eine geschlossene 
Fläche, auf die wir den Gauß sehen 
Satz anwenden können. Es ergibt sich 




Fig. 84. 



f%,dö -- C%nd0 + dtC{%\di, t»]) = Aiv %dS. 



Der dritte Term links ist wegen (/) 



dt 



tßt>, «] 



d^ 



und mit Anwendung des Stokesschen Satzes ;,; 

d^/rotn[t), Sqöftf. 




Pig. 26. 



Oans, YektoranalyBis. 
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Nun ist aber dS^t)ndtd6, also ist die Änderung des 
Integrals 

f%nd6 - f%nd(S = Tdiv Sl . t)nd6 • dt + frotn [%t)]d0'dt 

a^ ai (Ti 0\ 

oder durch Division durch dt und Hinzufüguifg des Terms 
-^d6y welcher durch den ersten Anteil bedingt ist, 



Ol 



jij^ä6 =Jd tf j ^ + »,div a + rot« [St, to] j • (3) 



Kapitel HL 

Ejniininliiiige Koordinaten, Vektorzerlegnngen. 
Mechanische Deformationen. 

§1. 

Das Linienelement 
in krummlinigen orthogonalen Koordinaten. 

Während wir bisher ein Koordinatensystem absichtlich 
vermieden haben und nur zu Zwischenrechnungen kartesische 
Koordinaten eingeführt haben^ müssen wir jetzt auch unsere 
Formeln in krummlinigen Koordinaten zu schreiben suchen. 
In der mathematischen Physik ist die Anwendung krummliniger 
Koordinaten von großer Wichtigkeit, da die bei den partiellen 
Differentialgleichungen auftretenden Grenzbedingungen ein- 
fachere Form bei günstig gewähltem Koordinatensystem er- 
halten. 

Wir beschränken uns jedoch auf die für die Anwendungen 
wichtigsten, die orthogonalen Koordinaten, d. h. auf den Fall, 
daß die Flächen der verschiedenen Flächenscharen sich recht- 
winklig schneiden. 

Wir nennen die krummlinigen Koordinaten j?i, Pi, Ps] 
^Piy ^P%7 ^P$ 8^1 ®^ Bechtssystem. x,y,is sind als Funktionen 
der p gefreben: ^ . . 

y^fiiPu P2y Pz) (1) 

Das Linienelement auf der Schnittkurve von p^ = const 
und j?3 == const, auf der also nur p^ sich verändert, stellt sich 
in der Form dar 
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ebenso ist 

dsj^ - Cgdft (2) 

dSp^ = e^dp^, 

wo die e Funktionen der p sind. 

Andern sich p^, p^, p^ gleichzeitige so ist 

ds^ = e^^dp,^ + e^'dp,^ + e^^dp^\ (3) 

Die drei Flächenelemente, die man erhält 
1. bei const p^^ wenn p^ und p^ sich um dp^ resp. dp^ ändern 

2- j, j, JP2> w Ps V JPi y> » ^Ps 9) ^Pi )> 

3- ,y „ P^j ,y Pl „ P2 V 97 ^Pl )) dPi V 

sind resp. 

d^P. = e^e^dp^dp^] d6^^ e^e^dp^dp^S d6^^ e^e^dp^dp^. (4) 

Das Yolumelement; welches begrenzt wird durch die 
Flächen p^, p^ + #i; Pij P^ + dp^-, p^, p^ + djpg, ist 

dS = e^e^ej^dp^dp^dp^. (5) 

Beispiel 1: Zjlinderkoordinaten: Es ist 

x==r cos y 

y = r sin q> (6) 

z = z. 

Es entsprechen sich also 

Pl P% Ps 
r q) z. 

Geometrisch ergibt sich 

dSr=dr dstp=rd(p dSg=dZf 
also ist 

Daraus folgt 

d6r^rdq)dz] d6(p= dzdr] d62=rdrd(p 

dS = rdrdq>dz. 
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Beispiel 2: Kugelkoordinaten (räumliche Polarkoordinaten). 
Es ist 



x = r siad' cos q) 
t/ = r sin -d" sin (p 

Es entsprechen sich also 

JPi P2 Pb 
r d" q). 

Geometrisch er&dbt sich 

dsr=dr dfs^=rdd' dp(p = r smd'dq), 
also ist 



(7) 



6,^1 



e^ = r 



ßg = r sin d'. 



Daraus folgt 

dtSr= r^ sin d'dd'dq)] d0^=r sin d'dipdr] d6(p=rdrd^ 

dS == r^ sin d'drdd'dg). 

§2. 
Die Yektoroperationen in krammlinigen Koordinaten. 

1. In krummlinigen Koordinaten lautet das skalare 
Produkt (3158) = gt,_ i8^ + St^ S5ft + SIp. »p. (1) 

und das vektorielle Produkt 



2. Wenden wir die Definition aus Kapitel II § 2 (8) 

pändö 



(2) 



div3l = 



dS 



anf das oben berechnete Yolumelement (vgl. Fig. 26) 




_-ß*d2 



e^dp^ 



Eig. 26. 
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dS = 61^2 Cj dpidp2 djPs 
all; so erhalten wir: 

Die durch Punkte angedeuteten Glieder erhält man durch 
Integration über die zwei anderen Flächenpaare p^ = const 
und p^ » const. 

Entwickeln wir nach Potenzen von dp^, dp^, dp^ und 
Yemachlässigen höhere Potenzen^ so bleibt 

also ist 

iiy^^.±.l^^^ + i^se^^ (5) 

<?1«J«8 l ^Pt ^Pi ^Pi f ^ ^ 

Für Zylinderkoordinaten ergibt das, wenn wir für die e und p 
die Werte aus § 1 einsetzen: 

für £agelkoordinaten: 

•*~r« ar ^ rsm* d» ^ rsin«' dip ^^ 

. 3. In krammlinigen Koordinaten laatet der Gradient ge- 
mäß seiner Definition 

A TT ^V 

J TT ^^ 

4. Setzen wir in (5) 

Sl = grad ü; 
so wird wegen (n) 

£^ir= ^ f ^ ^«^8 du d e^e^ du d e^e^ dü\ .gs 



(8) 
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In Zylinderkoordinaten ei^ibt sich: 

in Engelkoordinaten: 

5. Wenden wir die Definition ans Kapitel II § 3 (9) 
rot» « = ^ 




^ fl 

auf die F^chenelemente des vorigen 
Paragraphen an (vgl. Fig. 27), so 
erhalten wir ^ 

^' CjCj V dpi dp^ J 

§3. 

Die Potentialgleichung nnd die Wellengleichung. 

Die Laplacesche Gleichung AZ7=0 lautet in Eugel- 
koordinateU; wenn U nur von r, aber nicht von %• und y ab- 
hängig ist, wegen § 2 (9") 

"^ ^ = 0. (1) 



Die Integration ergibt 

n=^ + h (2) 

WO a und 6 Integrationskonstanten sind. 

Wir haben also für a » 1 und h ^0 das partikulare 
Integral ?7=-, (2') 

wo r den Abstand des variablen Punktes von einem festen 
Punkte p bedeutet. Da wir Endlichkeit der betrachteten 
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Grrößen Yoratusgesetzt haben, darf jp nicht im betrachteten 
Kaum 8 liegen, weil ü dort unendlich würde. 

Für zwei Skalare ?7 und F gilt nach S. 43 (2) 

/(^l?- ^^^)^^-ß^^^- VATDdS. (3) 

Wollen wir 0"=» — setzen und liegt p in Sy so können 

wir, um p auszuschalten, eine Engel vom Radius a um p 
schlagen, und rechnen den Kugelraum nicht mit zu 8, Den so 
Teränderten Baum nennen wir 8\ Die Eugeloberfläche muß 
mit zu 6 gerechnet werden, auf ihr fällt die äußere Normale 
von 8' mit — a zusammen. 

Da A?7= ist wegen (2'), so haben wir 






d6 



wenn da) das Oberflächenelement der Einheitskugel ist (also 
dö ^a^dai). 



Nun ist ^ 1 

da a" 

Folglich 

/ r ^ \r dn dnj 



(5) 



d6 



Irdto-af^^dto. (6) 

Lassen wir jetzt die Eugel sich immer mehr zusammenziehen, 

so wird iS' = S, das letzte Glied rechts verschwindet, / Vd(o 

wird 4:7tVp, wenn Vp den Wert von V im Punkte p bedeutet, 
und wir haben 



1 



§ 3. Die Potenidalgleichung und die Wellengleichnng. 



57 



Betrachten wir den unendlichen BAum^ und verschwindet 
V im unendlichen wenigstens wie —y so fällt das Oberflächen- 
integral in (7) fort, und wir haben 

(8) 



-/ 



AV 



dS. 



Liegt nun die Poissonsche Gleichung 

AF^ Q (9) 

vor, wo Q eine gegebene Ortsfunktion ist, so haben wir eine 
Lösung y C^as. 

Hier bedeutet, um es noch einmal hervorzuheben, q die 
Ortsfunktion in dem variablen Punkte des Integrationsgebietes 5, 



(10) 





lAy 



Fig. 28 a. Fig. 28 b. 

r den Abstand dieses variablen Punktes vom festen Punkte jp, 
dann ist V in p durch (10) bestimmt. Bei der Ausführung 
der partiellen Integrationen, durch welche die Flächenintegrale 
in (4) auftreten, ist bis jetzt stillschweigend die Stetigkeit 
von V und seinen ersten Differentialquotienten vorausgesetzt. 

Ist an bestimmten Flachen <^/ö- unstetig, so müssen auch 

diese Flächen ausgeschaltet und ihre beiden Seiten mit zur 
Begrenzung von S' gerechnet werden (cf. Fig. 28 b). Die 
positive Normale ist, wie immer, die äußere Normale am 
Baume S\ weist also auf die ausgeschaltete Fläche 6 hin. 

Da V stetig ist, gibt das Integral fv-f ^^ ^^ W ^^^^^^ 

/l dV 
- g— d<y, genommen über die in Fig. 28 b 
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punktierte Fläche. Führen wir eine Normale n sm 6 em, so 
föUt die äußere Normale rechts von ö mit — n, links mit 
+ n zusammen, und man erhält, da man die punktierte Fläche 
um 6 zusammenziehen kann, 

Jetzt folgt aus (6) 
Ist auf 6 

&T- &T- - '" (»■) 

SO wird wegen (9) und (9') 

Genau analoge Betrachtungen können wir an die Gleichung 

A?7 + *^I7«0 (11) 

anknüpfen, die in der Theorie der Wellen von Wichtigkeit ist. 

Suchen wir ein Integral, welches von %• und fp unab- 
hängig ist, so schreibt sich (11) 

oder 

L^^ + j^ü^O, (12-) 

da die ersten Terme von (12) und (12') identisch sind. Setzen 
wir für den Augenblick rU= W, so lautet (12') 

^'^+Jc^W^O, (12") 



dr 
also ist 



TXT ^± •*'• 



wie sich durch Differentiation sofort bestätigen läßt, oder 



[7=i-^ (13) 



ein partikulares Integral Yon (11). 
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Setzen wir in (3) für U den Wert aus (13) ein, nachdem 
wir wieder um p eine Engel konstruiert haben, so ergibt sich 



/4^ (AF+ *«F) dS' ==/*(iV-' |I- F%f-j 




de 



-^ 7r-)a^d(o, (14) 

da a da/ ^ ^ 

Wir ziehen die Eugel wieder in den Punkt p zusammen und 
lassen die Fläche 6 ins Unendliche rücken, wo das Oberflächen- 
integral verschwindet, da V dort wie — verschwinden soll. 
Dann ist 

47rFp = -f^^y^ (A F+ Ä^F) dS. (15) 

Liegt die Gleichung 

AV+k^r Q (16) 

vor, wo Q gegebene Ortsfunktion ist, so ergibt (15) eine Lösung 

^9-dS. (17) 

Dieses Resultat werden wir später gebrauchen. 



Vp 



§4. 
Zerlegung eines Yektors in einen Potentialvektor und 

einen solenoidalen Yektor. 

Wir hatten Kapitel 11 § 5 gesehen, daß ein Vektor 
eindeutig gegeben ist, wenn seine Divergenz, seine Rotation 

gegeben sind und er im Unendlichen wie -^ verschwindet. 

Jetzt handelt es sich darum, diesen Vektor selbst zu finden. 

Es sei also 

div« = (> (1) 

rot « = 3. (2) 

Aus (2) folgt mit Hilfe von (1), daß die Bedingung be- 
stehen muß 

div 3 == 0. (2') 



60 Kapitel m. Erammlinige Koordinaten, Vektorzerlegongen usw. 

Q und 3 sind gegebene Größen, und zwar q ein Skalar, 
3 ein Vektor. Wir zerlegen 31 in die Summe 

^--%+% (3) 

und bestimmen St durcb Dekomposition so, daß 

div Sil == 9 (a) rot Sil = (b) 

div Sla - (c) rot Slg - 3 (d). ^ ^ 

Finden wir Lösungen für Sli und ^, die der ünendlichkeits- 
bedingung genügen, so sind es die einzigen existierenden 
Lösungen, da wir ja den Eindeutigkeitsbeweis erbracht haben. 

Sil ist ein Potentialvektor, S(g ein solenoidaler Vektor. 
Wir bestimmen zunächst Sl^. 

Wegen (4b) können wir unter Berücksichtigung von 
Kapitel II § 4, 3 setzen 

Sil = - grad ü. (5) 

Also ergibt sich aus (4 a) wegen (n) 

AU Q. (6) 

Ein Integral lautet nach § 3 (10): 



=f^r^^' (7) 



u 

also 

St,= -gradJ*^dS. (8) 

Hier bedeutet gradp die Differentiation nach den Ko- 
ordinaten von p {Xj y, z\ die in r vorkommen, während in q 
nur die Koordinaten des variablen Punktes p^ (x'y^z^) in S 
enthalten sind. 

U wird das skalare Potential genannt. 

Um SI2 zu finden, setzen wir 

% = rot S5, (9) 

wo S5 ein neuer Vektor ist; dies ist erlaubt, weil div Stj == 
ist wegen (4 c). Dann wird wegen (4d) 

rot rot 35 = 3 (10) 

oder wegen (0) 

graddiv95-A95-=3. (H) 
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« 

Diese 61eicliimg wird am einfachsten^ wenn 

div » = (12) 

wird.*) Dann lautet sie 

ASB - - 3 (13) 

und 

wegen § 3 (10). 

Weisen wir noch nach, daß die div von (14) Null ist, 
so ist 85 eine Lösung von (11). 

Es ist nach (14) 

^^^ = :^fiiyp(^)dS^^f{^.gr^d/-)dS; (15) 

denn 3 ist nicht von x, y, z, sondern nur von x\ y\ ^' abhängig. 
Nun ist 

r^ = {x- x'Y + (y - yy + {z- sj, 
also 

Es folgt 

div SB = - ^ J(3 . grad,. i) dS; (16) 

(s) ergibt 

(S grady \) = divy |- - i divy 3- (17) 

Substitution von (17) in (16) und Anwendung des Gauß- 
schen Satzes liefert 

ciiTSB=_-Lr^dff+^r^^d5. (18) 

Da 91 im Unendlichen verschwinden soll wie -^i so ver- 
schwindet S == rot 31 dort wie -,? femer gilt (2'), also ist 

dir SB = 0. (19) 

1) Denken wir uns für den Augenblick ^ gegeben, so ist durch 
(9) 33 nur bis auf einen additiven Gradienten bestimmt wegen (m) ; durch 
(12) ist dieser Gradient dann näher bestimmt. 
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93 wird Yektorpoteutial genannt wegen der Analogie 
von (7) und (14). (9) ergibt 

^-^°Sf-&r^^' (20) 

(8) und (20) ergeben mit Hilfe von (1) und (2) 



% 



-^^^ + ''^pj -^ ^^- (21) 



Da infolge des Eindeutigkeitsbeweises nur eine Lösung 
für St möglich ist, stellt (21) die Lösung dar. 

Diese Betrachtungen sind z. B. wichtig für die Theorie 
des Magnetismus; die magnetischen Kraftlinien haben z. T. 
Endpunkte (durch permanenten Magnetismus erzeugt), z. T. 
verlaufen sie in geschlossenen Bahnen (durch stationäre Ströme 
erzeugt). (21) sagt aus, daß die Teilfelder des permanenten 
Magnetismus und der elektrischen Ströme sich einfach 
superponieren. 

§5. ' 
Mechanische Deformatioiien. 

Um uns ein Bild von der kinematischen Bedeutung der 
betrachteten Vektoren zu machen, wollen wir zunächst die 
Bewegung eines starren Körpers betrachten. 

Diese bestehe in einer Rotation um eine Achse mit der 
momentanen Winkelgeschwindigkeit Xo. Wir können dieselbe 
als Vektor darstellen, dessen Richtung mit der Richtung der 
Drehachse zusammenfällt, und dessen Betrag | \Q \ ist. 

Vom Anfangspunkt des Vektors to ziehen wir den 
Radiusvektor r nach einem beliebigen Punkte j?, dann ist die 
Geschwindigkeit t) in j? 

t) = [to, r]; 

denn die Richtung von t) ist senkrecht zur Ebene, die 
durch r und ft) gebildet wird, und der absolute Wert ist 
I tt) II r I sin(tt), r) = I ttJ |-p (cf.Fig.29, S. 63), wo ^ den Abstand 
des Punktes j? von der Drehachse bedeutet. 
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Hat der Körper außerdem noch eine translatorische Be- 
wegung mit der Geschwindigkeit t)o, so ist 

ö = t)o + [tt), r]. (2) 

Um die Botationsgeschwindigkeit tu durch die Weg- 
geschwindigkeit t> auszudrücken^ bilden wir die rot von (2), 
dann ergibt sich, da t)^ und tt) räumlich konstant sind: 



rot ö = rot[tt), r]. 
Wegen (q) folgt: 

rot t) == to div r — (n? grad) r. 



Ist der Eoordinatenanfang 

eines kartesischen Systems^ so 

hat t die Komponenten x, y, is, 

also ist 

div r =- 3 
und 

(tt) grad) r = to; 



(3) 



(4) 



folglich ist 



rot ö=- 210. 



(5) 




Die rot der Weggeschwindigkeit ist gleich der 
doppelten Drehgeschwindigkeit. . 

Daher erklärt sich der Name Rotation für die Vektor- 
operation. 

Um eine interessante kinematische Beziehung abzuleiten^ 
zerlegen wir die konstante Geschwindigkeit öo in zwei Kom- 
ponenten parallel und senkrecht zu tt)^ dann ist 



t)o = [tt), a] -f- 6 • », 



(6) 



wo a ein neuer Vektor, h ein Skalar ist; denn [tu, a] ist _L to 
und (Jb to) ist {| to. a und b sind durch t)o und to eindeutig be- 
stimmt, denn durch skalare Multiplikation von (6) mit tt) er- 
halten wir 
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oder I ^ I 

i=i^ cos (»<,,»). (7') 

Quadrierong von (6) ergibt 

öo» = [ttJ, a]» + 6«. tD» = [ttJ, a]» + ^^^'- (8) 

Das doppelte Produkt fällt wegen (g) fort. 

Da nun a, wie sich aus einer Zeichnung leicht ergibt^ 
senkrecht zu U) und zu t)o steht^ so ist 

also 

a I = ly sin (t>o, to). (9) 



So ist Richtung und Betrag von a festgelegt. 
Aus (2) wird wegen (6) 

ö = [w, a + r] + 6to. (10) 

Der erste Term rechts ist aber eine Drehung mit der 
Drehgeschwindigkeit U) um eine zu to parallele Achse durch 
einen Punkt 0\ den man erhält ^ wenn man in den Vektor 
-^a^OO' abtragt (cf. Fig. 29). 

Die momentane Bewegung eines starren Körpers 
läßt sich also im allgemeinsten Falle als Drehung um 
eine Achse und Translation in Richtung dieser Achse^ 
d.h. als Schraubung^ darstellen. 

Ist femer ein Vektor t) als Geschwindigkeitsvektor gegeben, 
dessen div nicht verschwindet, während seine rot Null ist, so 
wissen wir aus dem Vorigen, daß die Teilchen nicht rotieren. 

Nun stellt aber I t)nd6 das Volumen Materie dar, welches mehr 

aus dem Raum S in der Zeiteinheit herauskommt als hinein- 
geht, es müssen also Dilatationen der Materie stattfinden, und 
da nach dem ßaußschen Satze 
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/div t>dS =-rt)nd6 



ist, so bedeutet diy \> die Yolumdilatation der Yolumeneinlieit; 
wir haben es also mit einer Dehnung zu tun. 

Im vorigen Paragraphen sahen wir nun, daB wir jeden 
Vektor t) zusammensetzen können aus einem Potentialvektor 
und einem solenoidalen Vektor. Die kinematische Bedeutung 
ist die, daß wir eine beliebige Verschiebung in jedem Moment 
auffassen können als zusammengesetzt aus der Verschiebimg 
eines starren Körpers (einer Schraubung) und einer Dehnung 
jeden Volumelements. 



Gans, Yektoranalyiis 



Kapitel IV. 

Anwendungen ans der Hydrodynamik 
nnd der Elektrodynamik. 

§ 1. 

Die Eulersehen Gleichimgeii der Hydrodynamik. 

Wir leiteu zunächst die Kontinuitätsgleichimg för die 
Flüssigkeit ab^ d. h. den Ausdruck dafür, daß die Flüssigkeits- 
menge, die in der Zeiteinheit in einem Räume S hinzugekommen 
ist, in dieser Zeit durch die Oberfläche 6 you. 8 hineingekommen 
sein muß. 

Bezeichnet q die Dichte, bo ist j ^dS die in. der Zeit- 
einheit hinzugekommene Flüssigkeitsmenge, anderseits tritt in 
der Zeiteinheit durch das Element d6 das Yolum — t)nd6 hinein, 
wenn t) die Geschwindigkeit, n die äußere Normale bedeutet-, 

also durch die ganze Oberfläche die Masse ■— 1 Qt)nd6, und es 
ergibt sich 

J^dS^-ßt>„d6. (1) 

Nach dem Gauß sehen Satz folgt aus (1) 

J([|f + div9»,)dÄ = 0, (2) 

und da der Raum beliebig ist, muß der Integrand Null sein, 
also 

|f + div(,t. = 0. (3) 
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Dies ist aber nach (s) 

If + (», grad 9) + 9 div ö = (4) 

oder wegen Kapitel 11 § 7 (2) 

|f + (»divö = 0. (5) 

(3) oder (5) heißt die Kontinuitätsgleichung. 

Ist die Flüssigkeit inkompressibel^ so ist ^ = 0; daraus 

folgt die Inkompressibilitätsbedingung 

div ö = 0, (6) 

was wir auch schon aus dem letzten Paragraphen des vorigen 
Kapitels hätten schließen können^ denn dort ergab sich diy t> 
als Dilatation der Yolumeinheit. 

Wir kommen zu den Bewegungsgleichungen der 
Hydrodynamik: Wirkt an einer Stelle einer Flüssigkeit ein 
Druck jp, so ist die £[raft auf den Querschnitt q gleich pq. 

Betrachten wir einen Zylinder ^ , 

von der Basisfläche q und der ' '^ ^ 



.-^ 



Höhe dlj so wirkt in Richtung ^ 

der wachsenden l auf die eine Fig. so. 

Basisfläche die Kraft p - q, auf die gegenüberliegende Basisfläche 
wirkt nach abnehmenden Z die Kraft (p)i-\-dvi} ini ganzen also 

auf das Volum qdl die Kraft - ^^q-dl, also auf die Volum- 

einheit die Kraft — grsdp, oder auf die Masseneinheit die 

Kraft grad p. 

Hierzu komme noch die äußere Kraft f pro Masseneinheit^ 
dann lauten die Newtonschen Bewegungsgleichungen 

|J = f-^grad^ (7) 

oder wegen Kapitel H § 7 (2) 

äi + (ö grad) t) = f -^ gradi). (8) 

Dies sind die Eul er sehen Gleichungen der Hydrodynamik. 



r 



6g Kapitel IV, Anwendungen ans der Hydrodynamik usw, 

§2. 
Die HelmholtzscIieB WirbelsStze. 

Setzen wir in (r) 

« = » = Ö, 
Bo wird 

(p grad) » =» I grad »* — [t> rot »]. (1) 

Aus § 1 (8) wird 

11 + I grad ö» - [ö rot ö] = f - ^ grad 1). (2) 

Wir setzen jetzt die Flüssigkeit als inkompressibel^ 
also Q =» const voraus, bilden die rot von (2) und beachten (m); 
femer setzen wir die Botationsgeschwindigkeit der Flüssigkeit 
nach Kapitel m § 5'(5) 

ttj = i rot ö. (3) 

Dann wird 

2 ^ - 2 rot Ip, to] - rot f, (4) 

« 

Wegen (3) wird 

div nj = 0. (5) 

Nehmen wir von der Yektorgleichung (4) die Normal- 
komponente irgendeiner im Ranme fesüiegenden Fläche 6 und 
integrieren über dieselbe, und wenden rechts den S tokos sehen 
Satz an, so wird 

i/fä«. (6) 



/R"-'«'-(»."lH-|/i 



Die linke Seite ist aber nach Kapitel II § 7 (3) und 
mit Berücksichtigung von (5) -^ ItOndö, also folgt 

a 

AjtD„d*=yfd«. (7) 
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Ebt die Kraft f ein einwertiges Potential^ haben wir also 
eine konservative äußere Kraft^ so verschwindet die rechte 
Seite und wir haben ^ 

i\6ndfi^ const. S v«Xse tS) (8) 

a 

Dieses Flächenintegral heißt das Wirbelmoment^ und 
wir haben den wichtigen von Helmholtz gefundenen Satz: 

Bewegt sich eine Flüssigkeit unter dem Einfluß 
konservativer Kräfte, so bleibt das Wirbelmoment 
einer durch dieselben Flüssigkeitsteilchen gehenden 
Fläche zeitlich konstant. 

Wegen (3) folgt aus (8) mit Hilfe des Stockesschen Satzes 

/t)(Z§ = const. (9) 

Legen wir durch die Punkte eines Linienelements dl die 
to -Linien^ so erhalten wir einen FläehenstreifeU; für dessen 
Punkte U)n=0 ist; da für diese Materieteilchen lOn=0 bleibt, 
so bedeutet das: Die Flüssigkeitsteilchen einer to-Linie 
(Wirbellinie) bleiben während der Bewegung auf einer 
Wirbellinie. 

Durch alle Punkte der Begrenzung einer beliebigen Fläche 
lege man die Wirbellinien; diese bilden einen sogenannten 
Wirbelkanal, und jeder Querschnitt hat dasselbe Wirbelmoment 
(weil div to = 0). Daraus folgt: Die Flüssigkeitsmasse, die 
zu einer bestimmten Zeit einen Wirbelk^nal erfüllt, 
bildet auch im Laufe der Bewegung einen Wirbel- 
kanal von zeitlich unveränderlichem Moment. 

War zu einer bestimmten Zeit die Flüssigkeit wirbelfrei, 
d. h. tu = 0, so bleibt es wegen (8) = oder 



A 



üd8 = (9') 

oder 

tj = grad E^. (10) 

XJ beißt das Geschwindigkeitspotential. Dann geht 
die Inkompressibilitätsbedingnng über in 

AU=0. (11) 
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§3. 
Elektrolytisehe Terschiebangeii. 

Für Gase gilt die Zustandsgleichung 

pv = BT, (1) 

WO p den Dmck, v das Yolnmen eines Gh-ammolekül^ T die 
absolute Temperator^ i2 eine universelle Eonstante bedeutet. 
Dieselbe Gleichung gilt auch nach yan t'Hoff für ver- 
dünnte Losungen, p bedeutet dann den osmotischen Drucke 
V das Volumen Lösungsmittel, in dem ein Grammaquivalent 
aufgelost ist. Es ist also 

wenn N die Zahl Grammäquivalente in der Yolumeinheit be- 
deutet. 

Die (osmotische) Kraft auf die Yolumeinheit ist nach 
§ 2, wenn der Druck j? ist, — grad|>; es folgt aus (1) und (2) 

- gradi> =: - JBr grad N. (3) 

T soll konstant sein. In der Yolumeinheit sind aber N 
Grammäquivalente, also ist die Kraft auf ein Grammäquivalent 

T? m 

—^ grad N oder —BT grad lg N. 

Dazu kommt die elektrische Kraft auf die elektrisch geladenen 
Teilchen. Habe das Grammäquivalent die Ladung e, und sei 
das Potential des elektrischen Feldes ^, so ist das Potential- 
gefölle — grad und die elektrische Kraft auf ein Gramm- 
äquivalent ist 

— ^ grad $, 

so daß die Gesamtkrafb auf ein Grammäquivalent ist 

f = — j^ grad N— e grad *. (5) 

Bei starker Reibung tritt nun, wie in der Mechanik ge- 
zeigt wird, im stationären Endzustand eine Bewegung mit 
gleichförmiger Geschwindigkeit t) ein, die Geschwindigkeit ist 
der wirkenden Kraft proportional, der Proportionalifötsfaktor 
u heißt Beweglichkeit. 
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Also ist 

V .= t* f = -- M (^ grad JV^ + e grad *) . (6) 

Die Eontinuitätsgleichimg lautet nun, wie aus § 1 folgt 

1^ + div it>N) = 0. (7) 

Wir beschränken uns auf binäre, einwertige Elektrolyte, 
d. h. ein elektrisch neutrales Molekül zerfallt in ein positives 
und ein negatives Jon. Den positiven Jonen geben wir den 
Index 1, den negativen den Index 2. Da nun e^ = — 6^ = e 
ist, so ist die Bedingung dafür, daß jedes Volumelement elek- 
trisch neutral ist 

N,= N, = N. (8) 

Aus (6), (7), (8) folgt 
-öT- — u^BT div grad N —u^ediv {N grad *) = 

^ — u^MT div grad N + u^e div {N grad *) = 0. 

Multiplikation der ersten Gleichung (9) mit u^, der zweiten 
mit u^ imd Addition ergibt mit Berücksichtigung von (n) 

^^^2RT^^AN. (10) 

Durch diese Differentialgleichung wird die Yenuiderung 
der Konzentration N mit der Zeit, die Diffusion, bestimmt. 

Nernst hat gezeigt, daß der durch die elektrisch ge- 
messenen Jonenbeweglichkeiten u, die Gaskonstante R und 
die absolute Temperatur T berechnete Diffusionskoeffizient 

D=^2RT-^^ (11) 

mit den Beobachtungen übereinstimmt. 

Subtrahieren wir beide Gleichungen (9) voneinander, so 
ergibt sich: 

div {(t«i - u^)RT grad N+(ui + u^) eN grad *} = 0. (12) 
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Integration ergibt 

(ui - tis) JBTgrad J\r + (««1 + u^) eN grad « = rot St, (13) 

wo S( ein willkürlicher (Integrations-) Vektor ist. 

Nun woUen wir annelimen, daß das Potentialgefälle nur 
hervorgerufen sein soll durch die örtlich variable Konzen- 
tration N. Ist also N konstant, so soll auch konstant sein, 
daraus folgt rot Sl « und 

(wi- W8)iJrgrad JV+ (u^ + u^)eNgrsd « == 0. (13') 

Division durch (u^ + ia^) Ne ergibt 

Integrieren wir von einer Stelle der Flüssigkeit, wo 
Konzentration und Potential die Werte N, 9 haben, bis zu 
einer Stelle, wo diese Ghrößen N\ #' sind, so wird 

Das ist die Nernstsche Formel, sie ergibt die Potential- 
di£Eerenz in einer Lösung infolge von Konzentrationsver- 
schiedenheiten. 

Wie Nernst selbst und andere gezeigt haben, stimmt 
auch hier die Theorie mit der Erfahrung gut überein. 

§4. 
Die Maxwellschen Gleichungen. 

Wir wollen die Maxwellschen Gleichungen der Elek- 
trizitatstheorie aus zwei einfachen Gesetzen, dem Biot-Savart- 
schen Gesetze und dem Induktionsgesetze verallgemeinem. 
Daß diese Verallgemeinerungen nicht den Wert einer Ableitung 
haben, ist selbstverständlich, sie sollen die Gleichungen nur 
plausibel machen. 

Wir beobachten, daß das magnetische Feld ^ eines gerad- 
linigen, linearen Stromes i diesen in Kreisen umzingelt, und 
zwar sind die Kxeisebenen senkrecht zu i, und eine Vorwärts- 
bewegung in der Richtung von ^ und zugleich von i ent- 
spricht der Korkzieherregel. 



y 



§ 4. Die Maxwellsohen Gleichungen. 
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Die Feldstärke ^^ d. i. die Kraft anf die magnetische 
Menge 1, ist proportional L Femer beobachten wir^ daß^ 
wenn wir einen Stabmagneten senkrecht 
zu i und ^y also radial^ aufhängen^ und 
zwar frei drehbar um den Schnittpunkt 
der verlängerten Magnetachse mit der 
Strombahn, dann kein Drehmoment Yor- 
handen ist. 

Liegt der positive Pol der Starke 
+ II im Abstände q^ von 0, der nega- 
tive (— yi) im Abstände q^^ so ist das 
Drehmoment um i 




9* = ^$iPi-^§2p2 = 0. 
Es folgt also 



(1) 



Fig. 81. 



§1 : & = (>2 = Qly 



also können wir setzen 






(2) 
(3) 



WO tc eine willkürliche Konstante ist, der wir den Wert 

1 



a = 



2 9rc 



(4) 

geben wollen, wenn c die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum 
bedeutet. Durch Festlegung dieser Konstanten beziehen wir 
die Einheit von i auf die von §. 
Wir haben also 



§ = 



2yecg 



(5) 



(6) 



Bilden wir die Arbeit, welche die magnetischen Kräfte 
leisten, wenn man einen magnetischen Einheitspol um i herum-^ 
führt, so ergibt sich j _ /V^a 

«^ 

Da aber ^ immer tangential gerichtet ist, gibt die Pro- 
jektion von d^ auf die Bichtung von ^ Qdfp, wenn q) den 
Winkel gegen eine feste Ebene durch i bedeutet, also ist 

27t 



J 2 7eCQ 



Qdg> 



c 



(7) 
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Der Leitnngsstrom i ist die in der Zeiteinheit durch den 
Querschnitt geflossene Elektrizitätsmenge nach den älteren (und 
neuesten) Anschauungen der Elektrizität. 

Ist die elektrische Eraft (das Potentialgefälle) (S^ so ist 
die Potentialdifferenz V zwischen zwei Punkten der Strombahn 
vom gegenseitigen Abstände l 

F=e.Z. (8) 

Nach dem Ohm sehen Gesetz ist aber 

i = -^, (9) 

wo w den Widerstand bedeutet. Ist X die Leitfähigkeit, 6 der 
Drahtquerschnitt; so ist 

w = }^, (10) 

also 

i = ®Xö. (11) 

Ist @ oder X nicht konstant über den Querschnitt, so 
geht (11) über in 

i== A@„d(y, (12) 

und (6), (7), (12) ergeben 

\d^ ==Cx(&„d(f. (13) 
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Dieser Formel schreiben wir Allgemeingültigkeit für 
stationäre Vorgänge zu. Es soll dann dS das Element 
einer beliebigen geschlossenen Kurve, 6 eine willkürliche Fläche 
bedeuten, deren Bandkurve s ist. 

Haben wir es mit nicht-stationären Zuständen zu tun, 
so stellt (12) nicht mehr die in der Zeiteinheit durch 6 hin- 
durchgeflossene ElektriziiStsmenge dar, sondern nur einen Teil 
derselben. 

Unter einem Dielektrikum stellen wir uns nämlich folgen- 
des vor: In jeder Volumeinheit sind N Teilchen (Elektronen), 
die je die Elektrizii^tsmenge e besitzen, und ebensoviele mit 
der Elektrizitätsmenge — e. Jedes Teilchen hat eine Gleich- 
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gewichtslage. Bringt man es aus dieser heraus, so wird es in 

dieselbe zurückgezogen mit einer (elastischen) Erafb^ die der 

Yerschiebung t aus der Gleichgewichtslage proportional ist. Ist 

die elektrische Feldstärke @ (d.h. die Kraft auf die Elektrizitäts- 

menge 1) variabel^ so ist die durch die Zunahme der elektrischen 

Feldstärke d® hervorgerufene Verschiebung aus der Gleich- 

irewichtslafice 

^ ^ dl^ßed®, (14) 

wo ß eine Konstante ist. 

Durch eine Fläche 6 gehen also alle die Elektronen hin- 
durch, welche in dem schiefen Zylinder mit der Ghnindfläche 
dö und der Erzeugenden dl enthalten sind. Dies sind aber 
N'dln'dö, also ist die hindurchgebrachte Elektrizitätsmenge 
bei einer Feldsteigerung von S auf @ + <i® 

eNdtn dö^ ße^Nd®n de. (15) 

In der Zeiteinheit geht also die Elektrizitätsmenge 

ße^N ^ d6 (16) 

durch d6 hindurch. 

Summieren wir nun über die positiven und negativen 
Elektronen, so ergibt sich 

Sße^N ^ d6. 

Wir setzen 

Sß^N^e (17) 

und nennen b die Dielektrizitätskonstante des Mediums. Es 






kommt also zu I X^ndö noch hinzu 

^ I B^nde 



a 



und wir haben die Gleichung 

cC^d^ = ^ Cs^nde +f\^nd6. (18) 

O ff a 

A@ == S heißt der Leitungsstrom, -^ = -^ der Ver- 
schiebungsstrom, ® = €@ die elektrische Erregung. 
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(18) ist die erste Maxwellsche Gleichung. Ihr 
schreiben wir Allgemeingültigkeit far mhende Medien zu. 

Die zweite Maxwellsche Gleichung ist eine Erweiterung 
des Faradayschen Induktionsgesetzes. 

In einem geschlossenen linearen Leiter s wird ein Strom 
erzeugt; wenn die Anzahl ^-Linien sich YeranderU; die durch 
eine beliebige Fläche 6, welche s zur Bandkurve hat^ hindurch- 
gehen, und zwar ist die elektromotorische E!raft proportional 
der Änderungsgeschwindigkeit der ^- Linienzahl. 

Nun ist diese Zahl 



ß 



also ihre Änderungsgeschwindigkeit 



d 

dt 



I ^„d6. 



Der Proportionalitatsfaktor ist nun aber von dem Material 

abhängig; welches an der Stelle von 6 ist, wir setzen ihn - 

tmd nennen [i die Permeabilität des Mediums. Ist die elek- 
trische Feldstärke @ (das Potentialgefälle); so ist die gesamte 

elektromotorische Kraft f @(2S, und da einer Zunahme der 

^ -Linienzahl eine elektromotorische £j*afb in negativer «-Rich- 
tung entspricht; so ist 

- cßd^ = §ijli^nd6. (19) 

(19) ist die zweite Maxwellsche Gleichung. Wir 
schreiben ihr Allgemeingültigkeit in ruhenden Medien zu. 

Die Anwendung des Stok es sehen Satzes auf die linke 
Seite von (18) ergibt . 

C j T0tn^d6 =^~ js(&nd6 + JX ®nd 0, (20) 

a a a 

und da diese Gleichung für jede beliebige Fläche 6 gültig ist; 



ebenso folgt aus (19) 
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SO muß sie auch für den Integranden selbst gelten. Es 
ist also 

crot^ = ^+Ae; (21) 

-crote=^-|^. (22) 

(21) und (22) stellen die Maxwellschen Gleichungen in der 
Differentialform dar^ während (18) und (19) die Integral- 
form sind. 

Da in (18) und (19) überhaupt kein Koordinatensystem 
vorkommt, so ist die Unabhängigkeit der Maxwellschen 
Gleichungen vom Koordinatensystem ab selbstverständlich 
erwiesen. Wir können natürlich die Gleichungen (21) und 

(22) in kartesischen Koordinaten schreiben. Sie lauten dann: 

USW. 

usw. 

Das ;,usw.'^ soU die beiden anderen Gleichungen bedeuten^ 
die durch zyklische Yertauschung von x, y, e entstehen. 
Ebensogut kann man diese Gleichungen auch in allgemeinen 
krummlinigen Koordinaten schreiben mit Anwendung von 
Kapitel m § 2 (10). (21) lautet dann 

USW. 

§5. 
Drei Integrale der Maxwellschen Gleichungen. 

Wählen wir in (18) und (19) fCLr 6 eine geschlossene 
Fläche^ so existiert keine BandkurvO; die linken Seiten sind 
also Null^ wir haben 
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dt 



fe®nd6 + fx(&ndö = 0, (1) 

§ifl^^nd6^0 (2) 

far geschlossene Flächen. 

Yerlanft in (1) die Fläche nnr in Nichtleitern, so ist auf 
derselben überall X = 0, also in diesem Falle 

fs^ndö^O, (1') 

Die Integration ergibt 



a 

dl 



ß 



£(&nd6 = e. (3) 

Die Integration von (2) gibt 

[i^ndfJ = m. (4) 



/' 



e und m sind Integrationskonstanten; wir nennen sie Elek- 
trizitätsmenge resp. magnetische Menge. 

(!') sagt ans: Die in einer nichtleitenden Fläche 
eingeschlossene Elektrizitätsmenge bleibt bei ruhen- 
den Medien konstant. 

(2) sagt aus: Die in einer Fläche eingeschlossene 
magnetische Menge bleibt bei ruhenden Medien 
konstant. 

(1) bedeutet: Die Zunahme der Elektrizitätsmenge 
in einem Raumteile ist quantitativ gegeben durch die 
Einströmung durch die Oberfläche. 

Wenden wir auf (3) und (4) den Gaußschen Satz an, 
und bezeichnen wir die Dichte der Elektrizität und des Mag- 
netismus mit Qe ^esp. Qmy so wird 

Tdiv Bd'dS ^J^edS (3') 

JdiYll^'dS ^jQmdS, (4') 
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Daraus folgte da der Raum S beliebig ist^ 

div «@ = Qe (5) 

div ,«*$! =- Qm, (6) 

d. h. von jeder elektrischen (magnetischen) Menge 1 geht 
eine s®(ii^) -Linie aus. Die Anwendung des Gaußschen 
Satzes auf (1) ergibt für den Fall; daß s und X örtlich 
konstant sind; 

(7) 



(7') 



oder 


d 
dt 

wegen (5) 


div«@+ - 
e 

dt +7^^ 


divf@ = 
-0. 


= 




Die 


Integration '. 


liefert 
9e Qet^e 


• 





(8) 
Qg^ bedeutet die elektrische Dichte zur Zeit 0. 

Die räumliche Dichte der Elektrizität klingt also auf 
Null ab. Da aber wegen (3) keine Elektrizität verloren gehen 
kann ; so folgern wir^ daß im Endzustand alle Elektrizität sich 
als Flächenladung vorfindet. 

um noch ein weiteres Integral der Maxwellschen 
Gleichungen zu bekommen; multiplizieren wir in § 4 (21) mit 
®, (22) mit § skalar; addieren und integrieren über einen Baum 
8 mit der Oberfläche 6. Es ergibt sich 

Wegen (p) ist die linke Seite gleich 



of^Y[®^]dS 



und nach dem 6 au ß sehen Satze: 



-cJ\ß^\d<s='^^J'^^^^dS+Jx(§?dS. (10) 

Nun ist der zweite Term der rechten Seite erfahrungs- 
gemäß die in der Zeiteinheit entwickelte Wärme S (Joulesche 
Wärme). Nehmen wir z. B. filr den Baum ein vom Strom i 
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durchflossenes Drahtstück vom Querschnitt 6 und der Lange l, 
so ist wegen § 4 (8), (9), (10) 



/ 



X^^dS^i^w (11) 

der bekannte Ausdruck f&r die Joule sehe Wärme. 
Führen wir einen neuen Vektor ein; 

@ = c[®$], (12) 

den sogenannten Poyntingschen Siarahlnngsvektor, so ist 



d 
dt 



Ji«!±ülL* ds + 3 +f@nd6 = 0. (13) 

Wählen wir für 8 den unendlichen Baum und verschwinden 
@ und ^ (also @) stark genug im Unendlichen^ so daß das 
Flachenintegral fortfällt; so haben wir 



dt 
also muß 



Je^^ ^5 + 3 = 0, (14) 

C '^^Y^^ dS^W (15) 



die elektromagnetische Energie sein. (14) ist das Gesetz 
der Erhaltung der Energie: Die Abnahme der elektro- 
magnetischen Energie ist gleich der entwickelten 
Jouleschen Wärme. 

Ist 8 ein beliebiges Baumstück, so wollen wir (15) seine 
elektromagnetische Energie nennen^ dann sagt (13) aus: 

In einem beliebigen Baumstück nimmt die elektro- 
magnetische Energie ab entsprechend der entwickelten 
Jouleschen Wärme und der durch die Oberfläche 
herausgetretenen Strahlung. 

Haben wir ein Baumstück, an dessen Oberfläche @ keine 
Normalkomponente hat; und in dem keine Leiter sind, so ist 

dt "' 

also 

W = const. (16) 
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Wir nennen /»^ 

und ^ 

die elektrische resp. magnetisohe Energie. 

(3); (4) und (16) bilden Integrale der Maxwellschen 
Gleichungen. Sie sprechen die Gesetze von der ünzerstörbarkeit 
der elektrischen^ resp. magnetischen Mengen und das Gesetz 
von d^r Erhaltung der Energie aus. 

§6. 
Die partiellen Differentialgleichungen für @ und ^. 

Wir wollen aus den Maxwellschen Gleichungen 

crot^ = «^ + A® (1) 

- c rot @ = /t If (2) 

.Gleichungen gewinnen^ die nur @ oder nur ^ enthalten. Das 
Medium sei homogen^ also s, [i, X vom Ort unabhängig. 
Bilden wir die rot von (1) und ersetzen rot ® durch (2), so ist 

.rotrot^ = -^^-^^. (3) 

Wegen (o) ist dies 

• || + 7W = .'J(4^-g«^div^). (4) 

Bilden wir ebenso* die rot von (2) und ersetzen rot § 
durch (1), so folgt 

Es liege ein Dielektrikum vor; die Dichten der Elektrizität 
und des Magnetismus seien zu einer bestimmten Zeit Null, 
dann bleiben sie Null wegen § 5 (7'), und fttr (4) und (5) 
erhalt man die gemeinsame Gleichung 

wo 9[ entweder (£ oder ^ bedeuten kann. 

Oans, Vektoranalysis. 6 
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(6) ist die bekannte Wellengleichung, die aussagt^ daß 
eine Störung elektromagnetischer Natur (%) sich mit der Ge- 

schwindigkeit -T=r ausbreitet^); im Äther ist « = ft = 1; also 

ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit o in einem beliebigen 
Körper 





}/b(. 



wenn g)o = c die Ausbreitungsgeschwindigkeit im Äther ist. 
Nun ist aber der Brechungsexponent n der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit CO umgekehrt proportional und für den Äther 

gleich 1 gesetzt^ also ist 

n^ =- £(i (7) 

die Maxwellsche Beziehung zwischen den elektromagnetischen 
und optischen Eigenschafken. 

Die Hertzschen Oleichnngen fOr bewegte Medien. 

Hertz hat die Maxwellschen Gleichungen für den Fall 
bewegter Medien erweitert, und zwar hat er die Maxwellschen 
Gleichungen in der Integralform beibehalten mit der Bestimmung^ 
daß die in den Gleichungen auftretenden Flächen 6 und Band- 
kurven s in der Materie festliegen sollen und nicht etwa im 

Räume. Wir schreiben anstatt 07 also sinngemäß j- und 
haben: 

cC^d^ = ^ fs^^ndö + rx(&nd6 (1) 

- cß d^ = ^^J(i §„ d6, (2) 

Wenden wir auf die nach der Zeit differenzierten Flächen- 
integrale Eap. 11 § 7 (3) an und auf die linken Seiten den 

1) cf. H. Weber, Partielle DifferentialgL . der math. Physik Bd. II 
S. 302. 
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Stokesschen Satz, so erhalten wir^ wenn t) der Geschwindig- 
keitsvektor der Materie ist^ 

rot {c^ - [fi®, ö]} = -^ + t).div £@ + A® (3) 

- rot {c® + [/i§, ö]} = ?|^ + ö.div ti^. (4) 

Dies sind die Hertzscken Gleichungen in der Diffe- 
rentialform. 

Nennen wir c rot ^ den Strom ® wie bei Maxwell, so 
setzt dieser sich zusammen aus folgenden Bestandteilen: 
A® = 3; dem Leitungsstrom ; 

-^=»-öT' dem Verschiebungsstrom (von Hertz nach- 
gewiesen), 

t)*diY€@, dem Eonvektionsstrom (von Bowland nach- 
gewiesen), 

rot [£®, t)] == 91, dem Böntgenstrom (von Röntgen nach- 
gewiesen). 

Aus (1) und (2) erhält man far geschlossene Flächen 
wieder die Integrale, welche die ünzerstörbarkeit der elektri- 
schen resp. magnetischen Mengen aussagen. 

§ 8. 

Die ponderomotorisehen Kräfte der Maxwell -Hertzschen 

Theorie. 

Wir multiplizieren § 7 (3) und (4) skalar mit ® + - [f*$, ö] 

resp. mit § [«®'ö], formen die linke Seite um mit Hilfe 

von (p) tpid integrieren über einen Baum S, an dessen Ober- 
fläche 6 die Geschwindigkeit t) Null ist. Dann ergibt sich mit 
Anwendung des Gauß sehen Satzes auf der linken Seite 

Berücksichtigen wir, daß t> auf € Null sein soll, so fallen 
alle Glieder fort außer 

6* 



+ 
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wo @ der Poyntingsche Strahlungsrektor ist. 
Rechts ergibt sich: 

+ ^ A) (div fi® [/t$, ü] - div /t§ [«e, ö]) d8 

Rechts stehen ako 6 Integrale. Anf das vierte wenden wir 
(f) an und bringen t) ans dem Vektorprodukt heraas; es er- 
gibt sich 

iß{[^' ^^] + b^> ¥]l ^^ = iß m \.^^> ^^y^^- 

Das fünfte verschwindet wegen (g); das sechste wird wegen (f) 
also ist ^ 

-/©„dtf =/x@»rffif +pfif(® ^ + $ ^) (1) 

Die Energie der Yolomeinheit ist 

«, = f + ?^', (2) 

also ist 

Tt-J^Jt+i^ft+'^Si-^f'^Tt' (3) 

Nun ist aber ^ ~ ^ "= 0> ''^^^ ^ ^^d fi an der Materie haften^ 
also wegen Kap. 11 § 7 (2) 

g^ tJgrad«, -^ ögrad/i, (4) 

femer ist bei partieller Differentiation 
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(5) 



Addition ergibt 

•®f + '*«lf-2|?-(e^|f + §'l^> («) 

(4) und (6) in (3) eingesetzt^ ergibt 

Mit Hilfe dieser Formel wird (1) 
- /©„dff = A@«d/S + r|| rfS + /d-Sft){@div«@- 2 e*grade 

+ $diy,.§-J$«gradM + A[X@,^$] + ^J[.e, ,*§]). (8) 

Nach dem Energieprinzip muß nun aber die elektro- 
magnetische Energie W abnehmen entsprechend der aus- 
gestrahlten Energie f ^nd6, der erzeugten Jouleschen Wärme 

/ X^^dS und der bei den Verschiebungen von den Kräften des 

Systems geleisteten Arbeit. 

Ist die Ejraft auf die Yolumeinheit f^ so ist die in der 
Zeiteinheit geleistete Arbeit 

A = A . ö . dS. (9) 

Also muß gelten 

_ ^= r®„dtf +fxi&^dS+fd8 . t) . f. (10) 

Vergleich von (10) mit (8) ergibt 
f ==.S • div fi(£ — 2 ß^grada + § • div ^§ — -§*grad (i 

+ '[^®, ^$]+7Ä[*®, ^«^]. (11) 

Die ersten beiden Terme geben die Kräfte des elektro. 
statischen Feldes ^ das dritte und vierte Glied die des magneto- 
statischen Feldes^ das vorletzte Glied ist eine Kraft auf einen 
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durchströmten Leiter im Magnetfeld, sie wirkt senkrecht zum 
Strom und zum Magnetfeld. 

Im Vakuum ist 

div«(£ = 0; div ^^ = 0; grad 5 = 0; 
grad fi = 0; A = 0; £ = 1; ft==l; 

also ist dort o . ^ ^^ 

f = ^, I [®, m = h w • (13) 

Es wirken bei veränderlicher Strahlung Kräfte auf Raum- 
teile, in denen keine Materie ist, es müßten also unendlich 
große Beschleunigungen hier auftreten, was auf einen Fehler 
in den Grundgleichungen hinweist. Diesen Mangel vermeiden 
die Theorien von Lorentz und Gohn. 

Aus § 7 (1) und (2) sieht man, daß für bewegte Körper 
die unveränderten Maxwellschen Gleichungen gelten, wenn 
das Koordinatensystem mit dem bewegten Körper fest ver- 
bunden ist, es muß also der Tnlger der elektromagnetischen 
Störungen, der Äther, sich nach Hertz mit der Materie mit- 
bewegen. 

Die Erscheinungen der Aberrationen und das Doppler- 
sche Phänomen kann man außer anderen Vorgängen infolge- 
dessen nicht nach Hertz erklären, denn sie beruhen auf der 
Bewegung des Beobachters gegen den Äther. In diesem Para- 
graphen ist die Kraft im elektromagnetischen Felde aus der 
Energie des ganzen Feldes abgeleitet. Es ist also nicht sicher^ 
ob die Energie richtig lokalisiert ist durch die Annahme des 
obigen Kraftausdrucks, d.h. ob die Strahlung in jedem materiellen 
Volumteil den richtigen Wert c [@J^] bekommt; dieser Nach- 
weis läßt sich erbringen, er würde aber hier zu weit fuhren. 

§ 9.- 

Induktion in einer rotierenden Kugel. 

Aus den Hertzschen Gleichungen wollen wir die Induktions- 
ströme ableiten, welche entstehen, wenn eine leitende Kugel um 
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einen Durchmesser mit konstanter Winkelgeschwindigkeit co 
in einem konstanten Magnetfelde ^ rotiert. 

Wir wählen die Rotationsachse zur Achse eines räumlichen 
Polarkoordinatensystems r, %•, (p. 

Der Leiter sei homogen^ d. h. s, yL, X seien im ganzen 
Leiter konstant. Femer sei im Lmeren des Leiters kein wahrer 
Magnetismus, also ji^^^^o. (1) 

Schließlich warten wir den stationären Zustand ab^ so 
daß auch 

dt ~^' dt ~~ ^' ^"^^ 

Da die Geschwindigkeit nur eine konstante Rotation um 
die Achse 'd' = ist, so ist 

ör = 0, ö^ = 0, t)y = or sin %•, (3) 

Die Hertzschen Gleichungen § 7 (3) und (4) gehen 

über in 

roi{c^-\ß^, t)]} = ü-divß@ + X@ (4) 

-rot{c@ + [ft$, ü]} = 0. (5) 

Bilden wir die Divergenz von (4), so wird wegen (1) 

— div a® + div (ö • div a@) = 0. 

Anwendung von (s) ergibt 

- div ß® + div £@ • div ö + t) • grad div «@ == 0. (6) 

c 

Da es sich um die Bewegung eines starren Körpers 
handelt, gilt die Inkompressibilitätsbedingung 

div ö - 0. (7) 

Berücksichtigen wir femer (3), so schreibt sich das 
skalare Produkt im Polarkoordinatensystem (vgl. Eap. 1II§2(1) 

ö grad div fi@ = co • r sin -d* — . ^^ div 6® , 
also 

-diV6@ + a> — ö = 0. (8) 

8 Off ^ ^ 
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Wir setzen div sS = q, multiplizieren (8) mit Qd^ und 
integrieren von bis 27C, Der zweite Term ist ein voll- 
ständiges Differential; das Integral zwischen und 2jt ver- 
schwindet deshalb. Es entsteht 



27t 27t 

2 



a J ^'^f + f 



9 







= 0. (9) 



Da aber das erste Integral einen wesentlich positiven 
Integranden hat, so folgt 

p = div «e = 0. (10) 

Aus (5) folgt durch Integration wegen (m) 

c@ + [/t^, ö] = gradF, (11) 

wo V ein willkürlicher (Integrations-)Skalar ist. 

Bilden wir die div von (11) und benutzen (10), so wird 

A r= div [^§, t)]. (12) 

Nach (p) ist aber 

div [[i^, D] = (/Aü, rot ^) — (^§, rot ö). (13) 

Wir wollen uns nun auf die Induktion erster Ordnung 



beschränken, d. h. ' -- als unendlich kleine Ghröße auffassen, 

^ ka^J wir S i«d. dem ,«prtMi«h g.g.be.en, gLich- 

formigen Feld setzen, es ist also rot $ = 0; ferner ist nach 
E[ap. in § 5 (5) rot t) gleich der doppelten Botations- 
geschwindigkeit, einem Vektor, der die Richtung d* = 0, also 
die der jsr-Achse hat. 

Liegt ^ senkrecht zur Rotationsachse, z. B. parallel der 

X-Achse, so ist (/t§, rot ö) = 0, also ist (13) NuU und aus 

(12) folgt 

AF=0. (14) 

Da an der Oberfläche der Eugel (r == Tq) die Normal- 
komponente der Strömung X® verschwinden muß (denn sonst 
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würde sich dort unendlicli viel Elektrizität anhäufen), so folgt 

aus (11): 

für r = ro muß sein dV r ^^ -i /^c\ 

"" -a7 -= [f*$; t)].. (15) 

(15) ergibt dV ^ ^ ^ ^ ..^. 

Nun gilt aber (3), femer ist 

^^ = I § I cos 9 cos d, (17) 

also ist für r = ro 

dV 

^ = ft I § I flor sin -d* cos -d* cos tp. (18) 

dV 

Durch A F= in S und -g- auf € ist aber grad V ein- 
deutig gegeben (cf. Kapitel 11 § 5). 

(18) drückt aus, daß für r^^^r^ keine Badialkomponente 
des Stromes yorhanden ist. Wir wollen einmal versuchen, ob 
wir diese Annahme in der ganzen Kugel machen dürfen. 

Dann gilt (18) für alle Werte von r, und es ergibt sich 
durch Integration nach r 

F= -?^i|i^ r^ sin ^ cos ^ cos g? - ^?^ xz. (19) 

Da durch diesen Wert (18) selbstverständlich, aber auch 
(14) erfüllt ist, so ist wegen der Eindeutigkeit (19) der ge- 
suchte Wert, und es ist in der ganzen Kugel 

®r = 0. (20) 

Femer folgt aus (11) 

% = 0, (21) 

Die Induktionsströme verlaufen in Kreisen, deren Ebenen 
parallel der Rotationsachse und der Feldrichtung sind. 

Daß ein Magnetfeld in Richtung der Rotationsachse kein 
elektrisches Feld gibt, erkennt man aus der zweiten Maxwell- 
sehen Gleichung in der Integralform sofort, da es keine Fläche 6 
gibt, durch welche infolge der Drehung die Anzahl der 
hindurchtretenden fiip- Linien verändert wird. 
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§10. 
Die Lorentzsehe Elektronentheorie. 

Nach Lorentz' Annahme gibt es keinen Leitongsstrom X% 
er wird ersetzt durch Eonvektionsstrom bewegter geladener 
Teilchen, Elektronen. Femer gibt es weder Dielektrizitäts- 
konstante noch Permeabilität als Grundbegriffe, sie werden 
durch das Verhalten der in der Materie befindlichen Elektronen 
definiert. 

Nach Lorentz ruht der Äther, das bedeutet: Die 
Maxwellschen Gleichungen bleiben unverändert in einem 
ruhenden Koordinatensystem. 

Sie lauten also, wenn t) den Geschwindigkeitsvektor der 
Elektronen gegen ein im Äther ruhendes Koordinatensystem 

bedeutet, «~ 

crot^ = -^ + Qt), (1) 

-crote=^, (2) 

div e == ^, (3) 

div$ = 0. (4) 

Die Kraft f auf die Yolumeinheit setzt sich zusammen 
aus der elektrischen Eoraft (»(S = @ • div @ und der magnetischen 

Kraft — [pö, §] entsprechend — [X% ft§] bei Maxwell-Hertz. 

Es ist also 

f = p@ + i[9Ö,§]. - (5) 

(1) bis (5) bilden die Grundlage der Lorentzschen Theorie. 
Wir wollen die Arbeit dA bilden, die in der Zeit dt 
durch die Verschiebung t)'dt von den Kiräften f im Baume S 
geleistet wird: 

dA^H'^-dt-dS (6) 



oder 



dA 



dt 

s 



^Clt)-dS^ß®'t)'dS, (7) 



Die magnetische Kraft leistet wegen (g) keine Arbeit. 
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Wir multiplizieren (1) skalar mit (S, (2) mit ^, addieren 
und integrieren über einen Raum S mit der Oberfläche 6, 
dann wird 

-cß(&^],diS = -I^J^-^dS+jQt>.^d8. (8) 

a 

Setzen wir c[@§] = @ (9) 

?^' dS = W. (10) 



/ 



und benutzen (7), so folgt 

dA 



dt "^ 



.y@„dff=-^. (11) 

Das Energieprinzip ist gewahrt: Die Abnahme der elektro- 
magnetischen Energie in der Zeiteinheit geht auf Kosten der 
ausgestrahlten Energie @ und der geleisteten Arbeit. 

Bilden wir die div von (1), so folgt: 

If- + div (9Ö) = 0. (12) 

(12) heißt die Kontinuitätsgleichung der Elektrizität; sie 
hat dieselbe Form wie die der Hydrodynamik § 1 (3). 

§11. 
Umformnng der Lorentzschen Gleichungen« 

Die in § 10 gegebenen Lorentzschen Gleichungen gelten 
für ein im Äther ruhendes System. Da wir unsere Experimente 
auf der bewegten Erde anstellen^ ist es für viele Zwecke 
wünschenswert; die Gleichungen auf ein mit der Materie be- 
wegtes System zu beziehen. Die Körpergeschwindigkeit tu sei 
konstant. 

Die Lorentzschen Gleichungen lauten für das ruhende 
System in der Integralform 

cj^d^ == §-^f®nd6 +jQKd6 (1) 

-cj^di^lj^ndö, (2) 

wenn t) die Elektronengeschwindigkeit; bezogen auf den Äther^ 
bedeutet. 
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Die Eorpergeschwindigkeit to braucht nicht mit der der 
Elektronen t) übereinzustimmen. Z. B. in durchströmten Leitern 
kommt zur Geschwindigkeit to des Leiters noch die Geschwin- 
digkeit ü *- to der Elektronen relativ zum Leiter hinzu. 

Führen wir anstatt öt die Differentiation ,- ^it Hilfe von 

dt dt 

Kap. n § 7 (3) ein, so erhalten wir 

cf^di^-^ I®„d6 -- 1 Qtündd — Irotn[®'\o]d6+ 1 Qt)nd6 (S) 

- c /®dg « Ä/^"^^ -ßotnl^, to]d6. (4) 

Anwendung des Stokesschen Satzes auf die linke Seite 
ergibt 

rot{c$ + [®, »]} = || + 9(t)-to) (5) 

-rot{c@-[$,tt.]} = g- (6) 

^ bedeutet Differentiation bei konstanten mitbewegten 

Koordinaten, t) — tu ist die Elektronengeschwindigkeit, bezogen 
auf das mitbewegte System. 

(5) und (6) wollen wir auf die Elektrostatik auf unserer 

Erde anwenden. Es ist also 3:: = 0: ü — tt) = 0. Ferner 

at ^ 

dürfen wir )o als konstant der Große xmd Richtung nach auf- 
fassen. Es folgt aus (5) und (6) 

rot{c§-f [®, tt)]} = 0, (7) 

rot{c@-[$,tt)]} = 0, (8) 

div @ = 9, (9) 

div $ = 0. (10) 

Wir führen die neuen Vektoren ein 

^ + h?]=^' (11) 

@-[^,g = @'. (12) 
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Dann ist @' = @ -[§, "] = @+ ["» $1 = f die Kraft anf 

die Elektrizitötsmenge 1; znr elektrischen Kraft kommt noch 
die magnetische Kraft auf die durch den Äther mit der Ge- 
schwindigkeit )D bewegte Elektrizität hinzu. 
Es fo^ also ans (7) und (8) 

rot $' = 0. (13) 

rot @' = 0. (^^) 

(9) ergibt 

div e' = p - div [^ , ^] = 9 - g, rot $). (15) 

Wegen (11) und (13) ist aber 

rot $ =^ - rot[e, ^]= + 7 • div® - (^ grad) ©. (16) 

Also wird (15) 

div e' = p (l - (?)•) + (^ g grad)®). (17) 

Wollen wir Größen yemachlassigen; die mit (— j multi- 
pliziert sind, so dürfen wir in (19) @ *= @' setzen; femer 
wollen wir die Erdgeschwindigkeit tt) in die a;- Achse des 
Koordinatensystems legen und wegen (14) 

®' grad (18) 

setzen. Dann wird 



oder 

d 
d 



Bilden wir den ursprünglich Yorgelegten Baum 8 ab auf 
einen Baum 5' durch die Transformation 

f ^ ff 

X' = - - -^ - — -— ? tf = y, ;2f' = Z, 

und lassen wir entsprechenden Baumelementen dieselbe Elek- 
trizii»tsmenge innewohnen; also 
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i 



SO genügt nach (20) 



der Laplaceschen Gleichung 

a»^' a«$' a«^' _ , , . 

d. h. in diesem neuen Räume S* ist 0' das gewohnliche Potential 
der Verteilung q'] durch die Transformationsformeln ist dann 
auch gegeben. 

Einer Fläche ^» const im transformierten Baum entspricht 
eine Flache === const im nicht transformierten Baum. Einem 
BaumteU S', in dem keine elektrische Kraft ist ($'== const), ent- 
spricht ein Baumteil S im nicht transformierten Baum, in dem 
= const, in dem also nach (18) @' » ist, d. h. auch jetzt 
keine Kraft auf die Elektronen ausgeübt wird, denn 

ist die Kraft auf die Elektrizitätsmenge 1. 

§ 12. 
Die retardierten Potentiale. 

Es handelt sich darum, Integrale der Lorentzschen 
Gleichungen zu finden, wenn die Elektrizitatsverteilung und 
die Geschwindigkeit der Elektronen gegeben ist. 

Wegen § 10 (4) dürfen wir setzen 

^ == rot 21. (1) 

Setzen wir dies in § 10 (2) ein, so erhalten wir 

rot(c@ + ^)-0. (2) 

Daraus folgt 



* 



1, 
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Setzen wir (1) und (3) in § 10 (1) ein, so erhalten wir 

. crotrotSl = ~--^-grad-^ + 9t), (4) 
oder wegen (o) 

- c grad div 21 + cASl =" 7 "g^ + grad "^ - pö. (5) 
Setzen wir noch der Einfachheit halber 

cdivSl + |^ = 0'), (6) 

so wird (5) .^ \ dm l ^ .„. 

Setzen wir (3) in § 10 (3) ein, so wird 

^ div 31 — div grad = q. (8) 

div 21 ersetzen wir mit Hilfe von (6) und erhalten 

A*--.^ = -e. (9) 

Wir haben also das Gleichungssystem (7) und (9). Aus 
und 21 ergeben sich § und ® durch (1) und (3). heißt 
das skalare, 21 das Yektorpotential. Es handelt sich um die 
Integration von (7) und (9), wenn q und ö als Funktionen des 
Ortes und der Zeit gegeben sind. 

(7) und (9) sind unter der Form 

zusammenfaßbar. 

Nach dem Fourierschen Theorem können wir f als 
Funktion von t folgendermaßen darstellen^): 

1) Denken wir uns für den Augenblick (S nnd ^ gegeben, und ist 
5lo und $Q irgendein Wertepaar, welches (1) und (3) befriedigt, so ist 

2t = 5lo + gradX 

*~^ c dt 
für einen beliebigen Wert von X auch ein solches Wertepaar. 
Gleichung (6) oder, was dasselbe ist 

bestimmt X näher. 

2) cf H. Weber, Partielle Differentialgleichungen Bd. II S. 190. 
Braunschweig 1901. 
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f(t) = v.pvf^^^'"''''^^ (11) 



— 00 — 00 

and ebenso 

-j-flO +«0 



^(0 = ^JäaJUiX)e'<*-''dX. (12) 



00 



Also ist wegen (10) 

-}-00 -f-oo 

^^JdaJe"'^'-'-^dx[l^ü{l) + ^; U{X)+fiX)\ = Q. (13) 



2« 

— CO OD 



Diese Grleichnng wird befriedigt durch 

A0-(X) + j£7(X) = - fix). (14) 

Aus Eap. in § 3 (17) ergibt sich das Integral 

Setzen wir diesen Ausdruck in (12) ein, so ergibt sich 
mit Yertauschung der Integrationsfolge: 



-^00 + «o 



m -f^r hßyf^'^''"^*- '~'^''' (1«) 



' — oo — 00 



(16) ist aber wegen (11) 

Da nun U nicht von den Zustanden abhangen kann^ die 
erst später (zur Zeit ^ + ^) vorkommen, so verwerfen wir 
das + Zeichen und haben als Lösung 

^(^) =J -^ ^^- (18) 

Aus (7) und (9) ergibt sich abo 

*= f^r^^' (20) 



1 
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Die Striche über den Größen sollen andeuten, daß das 
Argument nicht t, sondern t — ist. 

(19) und (20) heißen wegen dieser Zurückdatierung auch 
die retardierten Potentiale. 

Es fehlt noch der Nachweis, daß (6) erfüllt ist. Wegen 
(19) und (20) ist 

^=^<i-2l + 4f=,4,/dS(div,?^ + |^|). (21) 

XT ' . du . dÜ . , . , du .du 

Nun ist ^ und -^ zu unterscheiden von -^r- und ^—i 
dt ox dt dx ' 

ersteres bedeutet, daß man anstatt t zuerst t setzen soll 

und dann die Differentiation ausführen; letzteres bedeutet eine 
Differentiation nach t resp. x und nachherige Ersetzung von t 

durch t • 

c 

Da bei der Differentiation nach t Xyy^z konstant bleiben, ist 

d ü du ,^9. 

dt^-dt' v^^^ 

Dagegen ist 

dTl _W 1 dÜ x-^ 
dx dx c dt r 

oder in Vektorschreibweise 

1 du X 



grad C7==grad ü^^^^^> (23) 



denn r =y(x — |)* -f (y — ly)* + (^ — ty kann als Vektor mit 
den Komponenten ic — |, y — rj, ^ — 5 aufgefaßt werden. 

Da in ^ in (21) die Variablen x, y, z durch die laufenden 
Koordinaten |, 17, ^ des Integrationsgebietes 8 ersetzt sind, so 
sind X, y, z nur noch in ~qt enthalten, weil das Argument 

t — vorkommt: es ist 
c ' 

j. 9Ö ,1 1 dQ)0 X 

diTp-=9»grad,^---^-;^, 
also 

Gans, Yektoranalysis. 7 
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Ferner ist g^^i g^^^, 1 

(cf. Eap. in § 4)^ folglich mit Einsetzung diese:r Gleichung 
und Anwendung von (s) auf den ersten Term 



Femer ist < jr-z ^ 

divyP = div,.9ö+J-^f (26) 

also 

Das erste Glied verwandelt sich durch Anwendung des 

G au ß sehen Satzes in ein Oberflächenintegral über eine im 

Unendlichen befindliche Fläche; es verschwindet^ da (»D im 

Unendlichen verschwinden soll. Die Summe der letzten. beiden 

Glieder verschwindet wegen § 10 (12). 

Also ist ;5a 

Z==cdiv9l + — = 0. 

Der einzige Unterschied von (19) und (20) gegen die in 
Kap. ni § 4 aufgestellten Potentiale ist die Zurückdatierung. 
(20) bedeutet also: 

Um das Potential zur Zeit t im Punkte p zu erhalten^ 
kommen in den verschiedenen Raumpunkten nicht die zur 
Zeit t vorhandenen Dichten q in Betracht^ sondern die zu der 

Zeit t vorhandenen: d. h. zu einer so viel früheren Zeit, 

c ' ' 

wie die Störung braucht^ um von jp' nach jp zu gelangen; denn 
elektromagnetische Störungen pflanzte sich mit der Licht- 
geschwindigkeit c fort. 

Zu den Integralen (19) und (20) kommen beim Vorhanden- 
sein äußerer Felder noch Lösungen der Gleichungen 

A*-~,-g^ = 
resp. 

hinzu. 



